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| RESUMEN EI weo habitual de las hipitesis de Auido incompresible, densidad constante v divergencia nala del campe de
velotidades hace que & tenga la lakza impresion de que son equivalentes, Este artieulo comienza precisandn las diferen.
ciag ¥ donde gpemiples importantes de Aujo de Auidos incompresibles con densidad variahle. A continuaciin se presents
nn comjunte ordenade de gatemas completos de scumciones pas el case geneend de Nuide con densidad variable ¥ por
algunce cases particulares, incluyends lnz alternativas de bgranginnoseulerianas, concentracitn por unidad de vobhe
men/eoncentraciin por unidad de mags y pdgimen laminar'nigimen turbulente. Es de destacar al desarrello cotnplity de
lag ervackones dal transporte an régimen turbilento para densidad vorinble, on el que Bparesen vaviss téemines de bur.
bulencin para los goe hasta ol momento no 8¢ han propuesto hipitesis de edlealo 5 pesar de gue son relativamente im-
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VARIABLE DENSITY IN INCOMPRESSIBLE FLUIDS, DISCUSSION OF THE ZERO DIVERGENCE COMNDITION

ABSTRACT  The hatuinmd pan o the hypotheste of incarprossihle Tuide, comstond denstty and zere divergencs of the peloerty
fivld eawnsen the folee mation thot ey are squitales), Thiz ortrele bheging by defailing the differences and gizing Jr.-gp,-_u-gun'f
exaagles of thy fowof incopresaible Tuids of veriable density. Then an ordered sef of enmplete sqrorion srafema ie shouii
for the gerernl cose of vartable deesity Tudds and fur eerdadn speeific coses, ineduding e Logravgies ! Bulerion
alternatives, wnit polume concentrotion funit mves conceniralion and bminer for | berbudent Tow, One nobehle point iz the
coangiets developemand of the trarsport egreetions for terhilent fow with varicble density, in which severel terbilsnos ferme
appar far awideh oo celealntion hypethesiz Aaa been put farceard g, (o spite of the fact feat ey are relatively importire

Polabras ceve: Hidraulica; Mecanica de fluicos; Fluje incompresible; Densidad varickle; Vertidas de aguas residuales.

Sin umbargo, aungue ge adopte cetn hpitesis, la cunl
eatd justificadn casi siempre cuando 2e trata de biguidas (ex-
cepeianes notnbles son 1 transmisidn del sonido en Oeea.

1. INTRODUCCIGN
En el gampe de la Tigenkeria Hidrdulbas, el uso habiteal de

laz hipitesis de flukdo incompresible, densidad corstante (on
al tiempe ¥ on ol espaech) v diverpeneis nula del dompe de
veloridades hace que 4 veces ge confundan esdes tonceptas o,
al mencs, que & tenga la false impresiin de que cualguiern
de ellaz implica las atras dos v por tanta, que son hpolesis
eguivalentes,

La hipdtesis de Auide incompresible sondiate en suponer
qua una variacign de presién, mantenkemdo conatants olras
dos verishbes de estadn ipor ejemplo, In temperatura ¥ o aa-
linidadi, no prodece una variscian de densidad, lo cwal
puede expresarse mediants;

3),-

donds so ha wsads b notacion usunl en termodingdmica de
indicar con subindices que Lo derivads parcial se caleula
manteniendo constante In lemperaturn Ty (s salinidad S

11 Ingenioro de Camings, Canoles i Puerion. Coslio & #3ludea da Pusr
hea o Louken, 4l CEDEX

nogradfin ¥ al gulpe de arsete en Ingenieria Hideaulical, ne se
implien que la densided deba ser comstante, pues dats de-
pende tambidn do la temperatura ¥ de ln salinidad.

En cfecto, aungoe los coeficientes de compreaibilidad,
expansvidad rmice v contractibifidsd saline mo som cans-
Lantes, puede pdmitirse que ln variaciin de densidad
producide’ por un incrementn de salinidad de 2 g/
(dpp = L5107 es mprowimedaments igual & Is que prodiscs
una redwoctdn de bemperaturn de 7° O o un numenta de poe-
abtin hidvostditics de 350 m de agun de mor. Esto guiere de-
cit gue la diferencin de densided existento entre el sgua
dules v el ggua de mar es mayer qae o que prodacird la
pl"ﬁadﬁrl hidrastatica del EEPESOT de los pefnnos v que, por ko
tante, loa pradientes de densidad existentes en un encuen-
tro de aguas duless v saladas son varies drdenes de magni-
tnd superiores & loz debldos a la presidn hidrostition. Este
hireh justifics que posda peeptorse lo hipdtesie do flnido
incompregibles, pero tambidn, que deban tenerse en ceenta
lng varincinnes de densidod debidas o la salinidod v 2 1a
temperatara. De hecho, exksten casos importantes en los
e hiay qgue tener en cuenta las vaslaciones de densidad en
#l aspacio ¥ en &l tempao.
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A, porgfemplo, en 2l enmpe de fa Ceeanografia, el au-
menta de densided que expermenta el agea quperfieial e
laz proximidades de bos Palos debido ol doble efecte del en-
friamiento ¥ del numents de salinidad por formacidn de
hielo, hace que s hundan enormes masss de agua, que so
sustituidas por piras mis templadus procedentes de latitu-
dea menores, v que sz extiorden lendamente par el foade de
Tea oedance legande a cruzar ol Eouador v & codesr Tog conti-
e nioE.,

En Oeesnogrofin Costera, Ins aguas dulees & portadas por
loe Fiog constituyen otro easc importante de densidad varia-
ble. Bn lo= estnarics ¥ desembocaduras de los rioa, vstas
aguas thenden o extenderse por encims del agua del mar,
pere tambidm 58 mezckan con ellas, dindn logar a fendmenos
pempdejoe de formacicn de frentes, corrlentes de convencidn,
gte,, gin olvidear gue aporian gran cantidad de autriontes,
paro tambiin sdlides an suspenstan ¥, poaiblenente, sustan-
cig= eontaminantes, ruve evolucidn ¥ destino final e oljeta
iy de nomeresns peladics.

Tambidn esn [ngenierin Hidriulisa bay un caso cada ver
mis pmpartante de densidod voriable en lwdos meompras-
Ibles. So trata de bos vertidos al mar de aguas reaidualea a
travéz de emizarios sabmarinos, puesio que 3¢ inteoducs
agua dubos ¥ eon une temporaturs mayor gue Ja del medio
receptor, ko que do lugar o importantes diferencias de deme-
dad. El eetudio do los chorros que se forman al salir el
efluents por Jos boquillas del trame dafusve requiere un eui-
dndoan andliziz de las varincanes de dengidad por una dobie
pagin: aom Ips responsabdes ded smpuje por fiotabitidad que
tienden 8 curvar en sentidn ascesdente la trayectoria del
chorro, v ademis, estan correlacionadas con lae varisciones
de conwcentrackin de lns sustancins contaminantes disueltas
en el eflusnta,

2. ECUACIONES GEMERALES EM REGIMEN LAMINAR

Anrgue ol plantesmionto modisnts counsiams mlegrales e
mas penecal (Treesdell ¥ Topin, 196)0; Ervingen, 1575/, camo
no estamos interesados en estodinr lus discontimwdades,
ntilizaremes un enfgoe bocal (eenaciones diferenciales] gue
ademnds suele sor mgs familior (Le Bhnd v Mysak, 1573,
Mes, 18810 Phillipa, 1977 para la mayuria e menlifioos & in-
gurli.erl}u.

Recordamig que al P represenia ba concentracidn por une
disd de voliemen de ung derta propisdad o (dimenaidn M5,
Iy derivada material P (IR represenia T vanacida que &x-
perimenta la concentraciin P oen unelementa de fhado eans-
tituide por particulas materiales que se desplazan con el
mnvirnfento ¥ guee, comn conscouencin de €ste, hocen que el
voliinen g dicho elemento vaya variando.

Par atra parts, gl Hamamos p al vector densidad de Auja
de: o propiedad a (dimensidn de pe ML, In divergen-
an de p representa la cantidad de & que salo del elements
Muido por wmidad de tienpo v por unidod de volumen (di-
mension de dby pe ML TL7)

En ol easo general, puponemos que lo densidsd doponda
de: las tres varinbles de satado pregién, temperatars ¥ sokini-
dad, medunte una funcida de estads conoidn:

p=pip T 8] i1l

Lo peuncidn de conservaciin de 1n masd pusde derivarse
ptemdieralo o o varacdn de densidad que expernmenta un
plemento de Ouide a lo lorge dol movimianto (métodn |n-
prongiane o atendiendo a la que experiments ¢l tontenida
e un elemento de vohumen i en el espacie (método sule
rinno) Las erusciones guee se obtienen son, respectivamente:

% o i |2, L]
-'3{'5 = ~div |pu) i2, B]

puthendy obfemerse pealquiera de oflas o partir do la atro
meciante ransfemacionss matemdticas bien conocidas,

La interpretaciin de [2, L] resulta miz fécl 5 se teneon
cuinbn gae o vebossdad W puede verse comn nng dengidod de
flujo de la propredad “volumen”, siendo por tante divw I
fasa de inmemente relative de volumen. La ecuaridn [2; L]
patnblece que &ata equilibra Ta tnso de decremento relative
dui dengidid, lo gue implica 1a invariancia de In masa. La in-
terpretacidn de [2, E] 22 haee de forma ondloga 53 se Geoe en
cusnba que gif e la densidad de fluj de In-propiedad “masa
ded Mhuide®, por lo que div (pes representa ba tasa de pérdidn
de masa por unbdad de volumen, que por 12, E| esti equak-
brada eon 13 1asa de decremsmto shsoluto de densidnd,

La eewncidn de conservacidn def momento cingtics o im-
pabsn pusde saeribirae:

ﬂ%-pzﬂxn--m;ﬂ,—w—f [3. L]
domde ¢l primer términa representa & products de la maza
por s sesleracidn y el segundo, la fuerza de Coriolis, siends
11 o velocided angular de votacids de Io Tierms; p, ba pre-
siin; g ¢l vector aceleracién de la gravedad; v f, In resuls
tante de lns demda feerzas ifandamentalmente, las funrzas
der visemsdad: F= die T, giendo T el Lensor de tensiones vis-
podias L. Convendremoes en representar en pagrilln as magni-
tudes v operadores de naturaloss wectorial o temsorial,

Aungue esta ECLICIOT £5 iy i.n'||J-l:E'|.a:L'|'|.1.ﬁ o Jo resaduciin
del sistemn, nn tiene interes para el objete ded presente acti-
e, por J qoe no entraremas en su andlisiz.

L ecnimeitm maleriann 1.'4||:|:iuu|r:!n1.r:' 5!

e + i =~ (par® ) - grad paopg e f [3. &1
dande o] simbolo & representa el products tensorind ¥, por o
tantn, la diverganria tiene naturaloss vectorial.

Pusslo que eaba scoackin o vectorinl, equivale & tres
peuackones escalares gue, junto con la de conservacion de la
maga ¥ la funcidn de estade zoman cinee councones, Para
determinar |as siete variahles o, o, T 8 y las tres companin-
ted e g, necesitamos oires dos peunciones gise se ebbleEman
al expresar Iog balanoes de zal v do ealor,

Respecto &l prmero, & lamamos 8 a la coneentracion da
sal por unidad de volumen fdimensidn el Sendo My la
masa de sall €l balance de s&l puede establecerse medinnle
la seuarida:

g
e w8 iy B~ el 14, &
i 5 dlie b - clils &
wendo 5 o vector densidad de Aujo no convective de sal (di-
meerigicn M L2 T va gae el efeeto del Nujo convective estd
conbenddn en la derivads material dol primer maembra, El
pramer sumando del sagondo miembre aparece debids al
cambio de volumen que experimenta el elementa dé Nusdo
(recordemes que 8 e unn eoncentrocidn por unsdad de volu-
e L

La interpretacidn de sats sruacion es In siguiente: el o
cremenis gue, por unidad do tiemps, se produce en Lo carnti-
dad de sal contenkda en un elemunte de Auide que se de-
foprma con el movimients es igusl ol prodocto de la

BE
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comcentracsin de sal por la conteacein de volumen goe ex.
pernmenta dicho elements, mas la sal gue s= acumula debido
a la falta de hemogeoeidad del transporbe oo convectiva,

Can clerta frecuencia en la lteratora e emplen de obra
salinidad 5 definida como la concentracidn de sal por i
dad de neasa de discdadtn (dimensdion MM Lo rebacidn
entre ambas salinidades es simplemente [n densidad, por lo
guee ln ecuncidn andlegn a [4, L] para i s obbiene simple-
mente sustibayendn en ésta & por s

Dips) S .
e = =pf div u - div e

Ahnora hism, tonimado e oeemta que:

5 D . -
% = I-% 4.5% = DE_"JS it u

eata pewackin puede simplificanss resaliandu:

ns
e B, 1 [4, 0
il b &

Comparanda [4, L] ¥ [4, [ se vo que si en un fluje de-
terminado no hobiern transperte no convesive (8 = 81, peo
i variacion de ywolumen ¥, por tantn, de densidad (d2o w201,
& vuriarin, pem no asi & coma eorresponde al hecho de estar
defimidn como comegntracidn por unidad de maea,

Por ndva parte, 51 en [4, L] se expresn Jo dorivada mate-
rial como sumn de fos derivoces ool v convectiva, v ae des-
i la primern de éstas sc obtienes

E]E' =—n- grad & - 5 div g - dio ® = -dlied Sud - div &

i
[+ }--=H
53 il Se + &) [4, El
F il S+ w) i El
cuya interpretaciin es directa: |a tasa de increments doeal
de salividad ve igusl a la tasa de enteada de sal por andad
e yidsmen debida al lranaporte tobal de sal (conveddive mis
10 panvectivol,

Para completar las distintas fornas que puedes adoptar La
epuariin del balanee de zal, eseribivemaos tamblén 1a forma
euleriana referida a la variable & gue se obtiens de [4, E]
el mas que sustibuly 8 por o8

J—@ = ~divipSee + g}
of

Observese que es ecunciones [4, El v (4, L tienen ventaja
subre bns [4, B] ¥ 14, Lk no npareee explictamente In densidad
¥ melncinnudn com efl; tierwm mamas rmines no linseales, b
rual, eimn &8¢ vera mis adelante, tiene una gran mportancia
para b deduccian de Ins ecuaciones en végimen turbulento.

Zin embarge, cunndo e toma una muestro v 20 de-
terming bn salinidad en laboratorio, el resultado que se ob-
tiene directamentbe o5 &, vy = =0 desen calenlinr 8, hay que
calenlar seporadamente g (midiendn también p v ' v aph-
cardo | ecuncidn | 1]} para poder formar ol producin g 5,

El corjunto de ecuacienes [4] constituyen un Tno:fﬂu que
MoE peErmite Expresar el balance de :l,:.n'lrplinr nkrn progicdasd
o suslancia diswilts én un Noide. En parcticalar, 1as coaecio-
nes |2, L] v 12, E] son andilogns o los |4, L] v (4, E] 53 s eome-
sidern como propiedod la masa ¥ w2 tene en cuenta que el
ﬂujﬂ lnmninar no convechivo de masa no existe,

4, £1

Bi eomp neurre can |z mayoria de las sustancias e
traneportn el agun (nutrientes, hoetoring, oxigeno disaetto),
In propiednd n en cuestién paede ser generada (o eliminada)
en el seno del fluido, lamando 1T a Ja tasn de generacion por
unihiad die walumen (dimengion M_L27), basta afadiv di-
cha Funcidm o la devechs de cunlguisen de las ecwncicnes [ 4]
Asi, par ejemplo, l2 eewacidn anilogn o la [4, E] seria;

-r-;i- =i P+ pha Tl

El halamer de calor plantes problemas porgue no consti-
tuye wina varahle de sstado, Sin embargo, ks suma del cabor
absorbido pos el elements de Ausde mibs el traboge cealizade
zothre date por las fuersas exteniores ai lo es, ¥ sy concentrn-
cadn & mide mediante la vamabie [.rl:erl.ergia mierna poT
uwidad de masak El balance de energin inlerna pusde ex-
PreEsarse oma:

,ﬁ%:dﬁl:q—p-&uﬂi-@ (5, L]
siende g In denswled de fao de calor v 4, la tasa de gonera-
cidn de eabor por unidad de volumen (debida o lns foerzas
vismaes ¥ 8 cuabquier obm cnusalb. K segando snmande del
segandn miembro representa @ irabajo de la presion exte-
rior sobre In contrncmin de valumen.

Zin embargn, para la mayor parte de les apliceciones o=
ponvenlenls expresar o ecoacdan anlerior on funcion de 1o
temperabara y del calor especificn, Para ello desprociaremos
gl efecto de log varticienss de salinadad sobre ln tempera-
Lurs.

El primer principie d= la lermadinimica paede gnun-
ciarse de diveraas maneras. La forma enlrdpei, denomi-
nada ecwackin fandamental de b termodindmien (Aguilar
Peries, 1890; Yovorski v Detlaf, 19771 ¢s la siguwienke:

TdS = dti 4 pel¥

dendn 5 a6 In entropda ¥ Vel wolumen, ambos por anbdad
di masn {Regudrdese que V= gl

Por oira parte, una do las tres relaciones sonccidss come
“ecnnciones TS ex;

TolS = CodT+ 7

lgualiand lies dos altimas expresiones ¥ despejando dlk
Al = l—p . 1'1 E] }uﬂ-’-r el
3 M Iy

cem ln ouzl, el primer miembro de la expresicn [Ga, il pueds
ascribiras:

v

donde ¥o nos pparvee Lo derivads de la temporaturs. Pars

caompletor el combia, calealemos la derivodn del yolumen;
i1y D1 ] 0 I

Sy

Bif { d ] ov oT
e .Frjl' i e I £ T
[ Lar l [P0 "

de sooerdo can |2, L1

Sushituyerde esta expresiin en la anteride, ¥ el pesaltado
en [Ba, L4, tras despejar €] términa de la devivada de T
ueda;
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ar : :
|-_'|L-I_ _J'jt - d“'ﬂ"' Il'[%]ll.dppni-ﬂl Iﬁhp“

o bien, mblzoncda el coneeplo de coeficiente piegntérmion o
yidumen constante:

L{ ap
B=—| =
),
&0 COMVIETTE €1
o " [
e, ‘_-H---u'J'.Lr.'l'.l—'[ﬁ'JTl:lllL'I:I-l'ﬁl' [fe, £

Lo expregidn enlerisnn equivalente & ésta lene una ex-
preabin sendlln s5lo si so considera que ey e constante en el
papacio v en el tenmpa, B0 ouye e s obliene:

dlﬁ;: el = —ifivi e, T+ gl = Aol die w + 1§ 5, £

Cualguler sistema constituide por I ecuaciin [1] v uns
cuabqubera de cadn uno de loe corjuntos de eoomeones (2] a
[5] constituye un sisteme completo gue, pundo con fas corres-
pordientes condiciones iniciakes v de contorsa, ¥ con las -
patesis que permitan expresar-los vectores ) s v g, a8 como
el escalar & eomo funcicnes ennocidos o en fencin de los va-
rlables o o, T 8 v u, prrmiticd ealeular ésbas,

Lie hipitesds mds weaalea son:

al f = 0 (uido v viseose), F= 1 A (ujo isoedro, vy
mis adelatel o =@ el 0o 8D -'-% groad idivn)

(Mhuido newlomarel, sendo g 1 vieesidad v A, o opero-
dor lnglaciann vectorial,

hi & = =T groad S, siende I el coeficiente de difosidn,
£l g =k grad T, siendn & la condopetividad térmica

di g = flaido no visonss sin generachio de calor ), & = fun-
om enmecila |por epempliy, calentamiente par la penstra-
cim e o rodineyin sollael o & = 7! grad w, ziendo 7 el
tensnr de tensones viscasxs ¥ U7, ol produeto tenearial
dabiemente conbralde fcalentamientc por mEammenbe
intermn).

3. ECUACIONES GEMERALES EN REGIMEN TURBULENTO

Lag eenasionss ded movimiento e régimen turbulento ze ob-
tienen descomponiends enda variable en suma de su valor
medie mas ung desviacion, sustiluvendo o las ecuaciones
para rézimen lpminnr v cabalandn los valores nwediog da laa
conaciones resalinnies. D esta forma 3o obtiene un aisiens
con igaal namers de eesasloness, donde cada una de ellaz e
formalmente wéntien a la correspordiente al pegimen Tami-
nar [=ustibayenda codn vanable por gu valor auedio), exoepto
pur lo aparcion de algunos t@rminas naevos, procedentes
clel promelin de los Erinines o lineales, en los e aparece
In eovnrianein de L produetcs de las desvigeiones de las va-
rinbles dver, por sjempln, Hinge, 1959, o Teamsend, 19761,
L Funeidn de estado [1] constifuye uns exepeidn porgus o
tiene una forma ooalitics sencilla. Mo ohstante, s las des
vincmnes son peguedas reapecta g lnd valores medios, se
pueds utilizar wna apregimaciin linearizads;

prp =BT S bp’ e b, T 4y 8

dearedie, oo ez naund, 38 ha utilizado un eshrersyede para
indemr valepes medica ¥ un apdtrofo pars indicar desviario-
ned. Al tomr vidvres medios en esta expresion se abfipne
directamen e

FepiE .8 [&]

L excuiggain |2, B 5o convierte en:

Lk = il + ') [7. &1
o

[ eovATimnze ,:I-_u: tHeane dimensiones de densidad de
fujo de masa y reprasenta & teansporte convectivo turbu-
lente, es alecir, el cransporte de masa gue existird aun
cunndn o veloeidad medin @ fueea nola, por el simple hocha
de coamadic frecuentements valores pogitives de ¢ con un
sentuls determinado de la corviente.

i definimis la derivads matenal turbulents o agque-
Mz quae e reliers a un edements fluide que Bo desplaza, na da
arverdo con e camps de velocidades instantdnens, sine si-
guiendn el campo de veloeldades medins:

.- -
ﬂp = £ T I} - HF‘EHLF'
Vrirn o
T eprisidn [T, E] poede eacribirae como

g

'darD

= <F div & - il p'ar ) 7.1

que ez do andlogan (2, L1 A esta expresian puede Tegar tam-
hiém & partir de |2, L] 5 == desaerolla s devivadn material y
=0 I aplics ol procesn de descomposicdn v pronediada,

Es interesants oheervir e Los eounciones 7] ae parecen
misz 8 las [4, Ll v [4, EL gue o s {28 gue son de donde pro-
eeden, 1o cual refueren In nterpretacsdn de 277 comis wna
denzidad de fajo independienie del flujo convective debido o
laz veloridadar medizs,

La eezpcian 13, 1K so ennwieete on:

f"gr—“’ L FEONE = ~dIHFT OF - grad b «
T NP 8 K]
+Eg+ - il -2 x " w el B |-

Lr
~dliplp @) - ditle @ e - dlel o e B )
e decir, el efecto de ko turbulencia viene determinady, ade-
ede do por bns eonccidas tensinnes de Beynelds (073w )
por et covarianas doble 180"}y par una covarianza tri-
ple 07 u'&ar’], Obsirvese que en estae dos Aftimas inber-

vienen lag desvincinnes de La densidad, mienteas que en las
tensiones de H.c::,'m;ﬂds wfila raterviense au vabar madic,

Mediante transfarmaciones algehroscas algo tediceas so
puuede abtener In forma lagrangiana de esta ecusain:

7l % L P2 & =~ grad [+ g+ F -

18, L]

_[ '!'H‘J':;;‘" ' ]| I i Ea | -

—grind i p e —p i @ - divip uEe’ |

B8
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DENSDAD VARIADLE BN FLUIDGS (NGO AESIBLES,

donde se ve también gue laz desvipciones de la densided
interveenen en todos los tdrmmines torbolentig excepte en
las temsacnes de Revnaolds, Ademde, & exeeptuames af l-
Linga términe lqoé por ser wita covarianza. friple, separa-
mente va a ser muy pequefiok, las desviationes de densidad
stempre aparecen formando el producto p'w’, gue, mma s
vio mids arriba, representa la densidad de flujo convectiva
turbulents.
L eowneicn (4, E] se convierte en:

-

i i -
o - HE +F4 8RN (8. £}

siends 5w un transporte consective furbulenis de sal, A
partir de aqul, aplicando 1a definicidn de derivada material
turbulenta e abtiens directamente:

i

%| - -F i T T AT [#, L1

]

La tramsformacidn de |4, L] Bevaria @ ana ectnckin algo
mis complicndn, petn ermpletamente equivalente o [9, LL
Por cbra parte, de [4, E] se chtiene;

- B MR oom
_—dl.l.lpEi.l1-.ii.——':-h——-u'J4.".p"H 81— i, £l

F8)
]
-n'zl!',ES"T - d'eLH,!ITF:_'E'J— e’ S u’|
gcuaciin en In que aparace un tronsparte de sl dekadi ol

Lransporte convective turbulente de masa (2"w'-81, atros

dos transportes debidos a covarianzas dobles {5 :S_I'II ¥

Iﬁﬁ] oo debida & una tovarianza triple E.:r’E'-r';:': .

Hay gue hacer aetar que la covarlansa p'5" susle toamar
vitlores alevados on Ins superficies de eneuentre de agoss
dulees v saladns (desembomaduras de los rics, vertidos de
AFIAS residuniesk ¥ que o esdEd muy mfluenciada pr la mali-
nidad v, mlemiia, por ln temperature, que lamilaén suele sor
bastante diferente e estos casus,

Las eenaciones (9, Bl v [B) Bl puedsn pompararse mejor £
go tigne en cwenta que;

B=0+8=( +p’1-i§ =8N =ﬁ§+p’.§’+ﬁ§’+p’§
¥ por o tank, tnmande valnres medios:
] =ﬁ.§+,:§-"
5= Eé' tp'S

Para obtener la forma lagrangiann, hoy que bener en
cuents que ahors;

bipsl |  |pE| = [rr:]
lT I or 8|5,
(155 durh
| _i':l'_-" | - - —
’Elﬁh! 8 div = Sdliv W
|- o)

dunide 56 b hechoozn de |7, L. Por otvs parte:

[mf" - E‘:II:?I'*E eraddiiS)

v
[poalande eetas dop dltimas neoarinnes, despajzndn la
derivadn parcial de @5 con respecto al tempe ¥ sustitu-

yendn en (9, E] resnlts:

[ 68 [ DipE
|'.'I|-— =—ili l-[ ] - o
B g | DM il 19,03

-d'.lu,:l_-é'_u'l -p:.-'i-' aie @ - drlllp'.ﬂ“u'J

donde se hy tenido en swenta gue:

E_gﬂﬂfnrl'fl;_l + ;T-S div # = n'l'lli,EEﬁ'J

e 1L oH

didg 8 E =B gradip’ )+ o' 8 diu

[Las genngionss e gobinrnon [n pvolaciin de Ins tempo-
TRtuTas €N an Tégimen turbulents se doducen aplicanda esta
misme procedimiento a las econciones [5e, L] v [5, Bl Coma
en dstas existen productos de hasts et variekles, sid
vamos a enmsiderar agui el caso on qoe s cealicentes oy y
a0 ennFtantes.

Aprovechando la anglogia de las ecuacianes [He, L1 ¥
[5, Bl cor ns fd, L7y [4, Bl ¥ tentendn en cusnta que de data
dltimas hemes obtentdo [9, L] v 19, B, e Tl legar & si-
guiente resultada:

ApT = =
";ﬂ — BT P =L T T
I
"' T =
-.%-“]"Tf'-mmﬁ‘ To-del TW= 0
~elipl g T i |- i g T - EI T pidivu+
Oy
VET v +n T i + T div "]
,a| or = div§ -2 pTaiv i +
IR [
ik
DTy -
| i 110, £]

Al igual que oewrrda en el caso del pégemen laminar, cwal-
guier gistemn constituido por 1o ecuacidn (6] ¥ onn cualk
quiar de cada ueo de bos conjantes de scuackanss [T] a [10]

&a
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conetituye un sistema compledo para ealeular las cineo vae
riables 7, 7, T' ¥ &, que representn bos valores medicg de Las
warighles instanténeas,

Para determinar sompletaments ung seluetsn partico-
fur del slstema s pecesario coneoer lag eprrospondiantes
cordiciones inicialea ¥ de contorne ¥ las hipdtesis que
permitan expresar los valores medios de log términos-
fuente (f, ¥, . &) on foncitn de ise cinco veTiables antario-
v, lo gual a0 hoee directaments fomande valorns maedios
en lag exgpresionas que e dieron para pégumen lominar. Bin
embarzo, en el cazso de régimen furbulento es necesario
también hacer hipitesis sobre bos iérminos de transporte
turholents (lae eovarianzns) que permitan cerrar ol pro-
blema.

Une de Joe procedicnientos mis sencillos ¥ mis usados
pura las covarianzas en lag que interviens & comsisto an
atlopiar una expresion similar a la de los términce-foents
para &l régimen laminar, Do acuerdn con este 5o tiene:

a) Tensinnes de Reynnlds:
L, = — P sl grod @+ | grod 7 |- Eq:;i“-l'n'jn Cil )

siende & &l tensor unkdad v (geod &Y, el tonsor iranspuesto
di gt B Se ha supuests Twidn newtoniano
Este condune n:

Lo = Hoprodirgf &1 ] - L;*i grod (diy u}
b} Transperte convectivo torbabento de sol;
Gk = B W= WA H = <D prad § =
= Dy grad (8 + '8
e} Transperte coavectivo burbubento de calor:

Guga = Py T 0=~y grod T

sl Wy, Digr ¥ Bier o8 conficientes turbubmtos do vis-
cosidad, difuside ¥ conductividad térmice que, gl contracn
guee gus andlogos de régimen laminar, no son propiedades
del Muido sinn goe dependen de la turbulencis del maowi-
mierity. Loa eneficientes turbulontes suelen ser mucho ma-
wores ique los laminares,

&i ae considera que @ oes una concerteacitn de maga por
unidad de vedizmien igual que S es wna concentyacion de sal
par wnidad de valumen, s poede Buponer:

i) Transperte turbolento de masa:
rog =pH - — By gl o

Come ¢l transperte turbalents depends undamental-
memte e la tutalencia del movimbanto, poede conalderarss
casi mdependients de la propiedad transportada, por 1o que
en grnerl:

.!..n‘-

Dy = —— = Kun

En cuanto o los peetantes tdrmanee turhulentos, ol sutor
nn Hene conocimienta de gioe haata el moments a¢ havan
propuesio hipddesis distintas de la trivial (considerarlos des-
priciabies) para cerrar el prablemp. Y elle o pesar de que,
i g8 comenid anted, la alts eorrolocidn eotre Ins varia-

bles o, 5 & ¥ T ldebida 2 que estén ligadas por la ecuaciin
de estado) hace supnner gue las covarieneas @ 5, p 1§
o T deben ser importantes,

4, CASOS PARTICULARES. DISCUSION DE LA CONDICION
DE DIVERGEMNCLA MULA

A conkinunciin pasaremos revistn o las hipitesis qee =
adoptan con miis frecaencia parn @l esfudio de diversos oo
eos partalnres.

4.1. DENSIDAD COMSTAMTE BN EL TIEMPO ¥ EN EL ESPACID

En sato eass pe anulan todse las derivedas de o lempoenlbes
y capacizles |pradiente)l También s anule & desviacidn o
Wy CHIG Srnsecuencin, todas las eovarianaas en lns quu inber-
veREa deti

La ereuarcidn de esiado s redace a;

2=y
y de ciwabyaiea de las ecwaciones [ 2] 2 abtiene;
Al o= 1 |2-1]

Drado que dic & regeesents 12 tasa de wariaciin del velo-
meén de un elemendo de ficido, la ecusciin anterior significa
que el Nun es bactricn, e decir, gue congerva o] wolumen.
Eatio s deduce feilmente del prineipio de ponservacidn de
la masa gl la densidad as constante.

Las ecuscunes (3] no sulren medificacidn, pero Las [4] »
ﬁ'l ]:H,:l::l:n =.imp|i.ﬁ|:.u.rm= o po sz =e uad la condicwn 12-1]
de divergencin mislz, La ecamein [4, L] se convierte en:

s ;

i div u
que-se ralaciona Plellments eom 1a [4, LI, 1o casl mo sufre mo-
daificacion. Las ecuasiones [4, E] ¥ [4, E] pueden dejarse
armo esAn &, 5 &caso, converticias s

{4, L-1]

s
e = gried § - dlic s [4, E-1]
a
% T ls, &-1]
Laz ecoacionee [5e, L1y [E, ] se convierten ém:
iy % =~y g+ Q‘ !E:_.L-ll
oT
ey E:—Jmp-.-,.fi'u+q|+vl}= 5. 1]

= =pe o gred T - div g 1
Lag ecugciongs para rigimen turbulento se simplifican
muchizimo, quedandn ahora;

F—i=|"—"| lﬁ-ﬂ
i [7-1]
——
P2 | PR - (B @) - [8, E-1]
~grud j + pg + f - divpu’ G’
P e P
ﬂ[_] R =t
i Lirih IH-L-II

g + F— el o G’
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_—— .. —————— e

%;1 =i grod § - divia + T'u') 19, B-11
[%L = —died® + 8W) 1%, L-1]
,ﬁ%:-,ﬁ.;mds-ﬁumﬁ.ﬁj (9, E-1]
ﬁI: —i:i]m = Myl F+FE ) 19, k-1

E% - 7% grod T-didg +77W) 4 110,51

E[E] . i) U R § (L34 0
i

0y

domde ae v gie ks dnices WErmines tubulentos que perma-
necen son loa debidos o las bensicnes de Reynolds v 6 los
transpovtes convectivos furhulentos de sal v de calos, lo rual
puede explicar por qoé existen en la literaturs numersess
propuestss parp estimar estos términes furbulentes ¥, sin
emshargo no exiztan para log restantes términoe,

4,2, FLUJO 150CORICO

L hipitesis de Muopo issedrico |eonservactin del valumenk,
que ‘matematicanente se oxpresa por la condicidn de diver-
Feraaa mala:

divn =0 (10, L-2a]
suche identificarse con los conenptes de Nuide incompresible,
v de densidad constante gin que, &n realdad, colneida sy
tamente con wingune de allos. Yo se vio en el apartado ante-
riar que la hipdtesis de densidad constonte implica el flujo
isnedrion, pero el reclproo na es cierio mmo veremod & conti-
nuacii Por oira parte, In hipitesis de Qubdo incompresible
goln quiers decir oque an | funcidn e estado, o silo dependo
de T v de 8, pero oo de p, No abstante, las hipdteais simults-
neas de Muido incompresible, ¥ de lemperatura ¥ zalinidad
homogéneas implican que la densidad o8 constante, con b
cual tamhbiin hs de ser el lujo isocirico. Veamns & continaas
o Lag impliceriones de la hipdtesks de fjo isoodrion

En primes lugar, debe tenerse muy presents que al afa-
dir una etusdin mis, el sistema queda sobredetermingde ¥y
pueds resultar incompatible. Eate prohlema puede supe-
rarse eliminando wlgunn de las restantes ecuaciones, fAsd,
pot ejemplo, cuands el shjelo pringipal del cileulo es el
campo de velocidades, s= suele aliminar [a ecuncién do eon.
gervacicn de In masa, que queda sustituide por la de diver
pencia nila (elle implicy qoe 1as ecacinnes enlorianas ¥ la-
prangianes yu ne son equivalentesh Paro al tratarse de un
gigtama de eeunciones =n devivadns parciabes, In superihun.
daricia de ecuaciones puede cOmpensarse B voeoos on uno
menor liberiad para establecer los condiciones de contorne.
En meestro casa, por efemple, las veloridndes impueatas én
pl enntornn deben ser compatitles con qoe el velumen iotal
del ststemin permaneses constantes,

i = apla por copserval todas las ecunoones a partir de
|2, L] s ohibers:

L

= [ L-Zh]
I

ed deair, la densidad de un elementn fuide s2 mantiene
comstante & lo largs de sy meovimienta. Obadevese que & los
valores del campo inivial de densidades no son homogéness
o si box valores de data impueste en el wntarne son varia-
bles, las densidades en al interior varardn en el espacto v
en el tempo, Incduso gioel enmpo de veboridades ae perma-
nente, la ecuaciin [ L-2h) solo implica gue en un punis fijo
del ezpacis & densidad ird tomando les valores que inicial-
menke tavieran los elementos Auides stuades en lo lines de
flufo gue paza par dicho. pantn, ¥ despuis, ks que 58 estdn
mmpaniendo en la primers intorseceidn de éata linea de fujo
cars &l contorne, lo que significe que en genecal fas densids-
des varfaran de un punio o otro ¥ de un ingtante a okre
Otra consecuencia e que la densidad en el punto de ealida
de Lo limes de flujo wiene fijada,
La ecuacitn |2, E] se convierte on:

fjilfhu.mp (2, E-2]
que, par supuesto, es equivalente s la (2, L-2b} v que ex-
presn eluramente gue la dengided en un punte cualquiers
varia con el tiempo & e campo de densidades no e homaoge-
ne.

Les comjuistas de etuaciones [2] o [5] s convierten en los
{2:1] & [5-1], y& que éstos g8 ohtovieron usanda sclamenie la
condicidn de divergencia nula,

Obsdrvese que pere gue la densidad de un elemontn
fluido permanezca invariable en un campe de densidades oo
homoménen, podria darse un caso de que Lss variackanes de
pregion; temperatura y salinidad se predozean de tal ma-
LTS que pompensen en bodo mements sue efectos sime -
densidod. Bin embargs, existe slro case mancs rebuseadn
que = aplien frecusntemente en Oeennografia (LeBland ¥
Myzak, 1978) Consiste en suponer que el fluido es income
pregibbe [ sdle depende de T'v 5) y despreciar kas afiectes de
difizsidn v gereracion de ealor y de sal, Da estn forma, lns
ecuaciones [4, L] v [5¢, L) se reducen a:

LI |4, L2
i
L 5 L]
I

e dlectr, @a onaervan simulignesmente ¢l valumen, Tz den-
sidad, la salinidad (por wnidad de volumen) v la tempera-
tura de cualgaier elements fluide a lo larga de s mavi-
miento. Coao consecaencio, también ha de conservarse la
salinidad expresada por unidisd de masa:

E:ﬂ 4. £-2]
I

expresiin que tambin pusde obtenerse directamente a par-
tirde 4, L]

Por otra parte, & existe difusidn v, snbre todo, fuentes o
sumitdersd de calor v de sal, la temperatura v L salinidad
varian, von bo que, por k& ecoscion de estadn, tembien ha de
variar b densidad en conbre de lo que afirma | ecuacidn [2,
L-2h], st constituye un cjempla de incompatibiladad del
aistema de ecusciones obtenido al afindir utea ecuacidn mis
idiv i = 01, Por ko fzntn, o bism se eliming la eceacidn de es-
tado ¥ se ealeuls g exclosivamente o partie de {3, L-2b), o
bien se mantiene agualin y scehiming ésta, eon lo cual ne ss
conservaria ka moza todal del sistema a peaar de que se con-
2erva el volumsn, Por gjempin, s 56 cilienta un fluido some-
tido a flui isecdrien, lns densidades dlsminuyen, ¥ comn ol
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volumen prmanees constanty, la mass total del sistema | 4.8, DENSIDAD IMDEPENDIENTE DE LA PRESION

s irmiria,

Coma el flue en eégimen tarbaleonks se caracleriza por
unos uertes transportes, esta conteadicenin s hardn mucha
miks patents, por [ooque ne parece gue merezen b penn de-
dusir las ecoacianes turbubestas basadas excusivemente on
L Bipdesia de Mupe iseediien,

4.3, DENSIDADES Y VELOCIADES PERMAMEMTES

LSp trutn de smpos constsintes en &l Hempo pero varinhles
en el espacie, Por lo Lanta:

B 2, Bda]
7.3
Como oenrrinon Lo eeectin anterior, 22 trata de una san-
cidm adietonal gue, 8l s mantiene, equivale poe [2, E] a:

il i = b (2, E-3hk]
gue neturalmente, ne mplice wn ajo isecirie poesio que
l desprrnllar ae cnfvaerls en:

wprad o+ padiv =0
Gin ﬂmhnrgq, i &8 ||.1n|;|11'||:|.:||.1|1-]|-: can-pste, ¥ e si
e grodp =1

s cumplen ombas condiciones. Lo solucién de psta dltima
erspcin pparte de la triviel {p constante), consisto en un
vampn tal gise la densidad sen constonbe & 1o Jargo de cada
livwea de ponriente, pere pudiondo variar de ana ines de co-
rricnbe & pdre. Die esbn fl.ﬂ'm.u, el g‘mdi-ﬂutu de nlq.-'rrl =T
perpendamular o @ Un gjemplo pusde s=r el Hujo hmzﬂmml
wn un medin estratzficada,

Exceptuando este caso particular de Mufo isoeirico, @l
ez de denridad y velocidnd pormanentss no tene mapor
interda, S ha incluide agqul mas ben paza dejar patente que
g teata de un easo diferente a loe obros casos Lrafados en ol
presenis articalo,

4.4, TEMPERATURA Y SALINIDAD COMSTANTES

En este casa la lunodm de sdado salo d.q-pmu:lnl- dr PyOn de T'm
de 8. Adenada, las desviaciones T ¢ 8 san nulas y, eoma conse
cusncia, adas e covarianzas en las que S5l inderwmgnn.

Tenemos por tamtn
p=p g [1-4]

Lae grupos de ecupciones generales (2] v [3] permanecen
inniteradns, Loz grupos [4] v [B] que se refieren a ln evola-
g clo ln salinided ¥ la tamperaties son innecesirios.

En régmen turbulento, la ecuacidn [6} 5= cmvierte en

pg=pa il [6-4]

Lo mrupos de ecuaciones [7] v [B] tambign permamecen
inalterados ¥ ko [9] v | 1] son imneceaaTios

4.5, DEMNSIDAD INDEPEMDIEMTE DE L& TEMPERATURA
¥ DE LA SALINENIDAD:

Como en |n seceidn anteeior, 1a Muselin de setade sdlo de.
penide de la presian, pero ahora suponemdas quee lo tempere
tura ¥ la aalinidad pueden wariar en el espacio 'y en el
tiermpo. Por lo tanto, lo grapoe de ecussones on régrmen la-
minar [1] a [3L ¥ en régimen tubulentn (6] a [8] son identi-
cod 4 oz de o secchin anteror. Log gropos de eetineionss pe.

neralea (4], (Bl (8] ¥ [10] son ahora aplicables sin mllﬂun
cambio, 51 bien e de esperar que laa covartanzas pa, pa
gean ahnra baztante menares,

FLUIDO INCOMPRESIBLE]

En exte e In funciin de esindo enatiens ailo a Ty 5, pero
noa p. Las eeunciones 111 ¥ [6] se convierten, respectiva-
ke

p=p (T8 | 1-65F

F=p 7.5 [ i)

Fi no = hace ninguna hipdiesis adickonal, los grupss de

eeuncionss genarales 2] 8 [5] ¥ [7] a [14] 0 aplicables gin

ningtin cambic, por o que resaltn ser uno de fos casos ode
dificiles de estudiar,

5. COMCLUSIOMES
Este artivuln ha sido sserito can tres abfetives principalos:

ot Llamar b ateneedn soboe las diferoneies exigtentes entro
varms eoneeptos parecides gue wsuaimente g tlende a
cnngiderar comn idemtiens (por eEmpls, los de Dokdo in-
tumpI&nblu: dernesad ad canstonte ¥ flnia isoedrion| ¥ polre
I impertonesn de los fhgos eon donsidnd variable en flud-
dos incompresibles,

b Proporgionar an eonjante ardenade de sisemas comple-
tog de eouscinnes para el cose geneeal de fluide ean den-
sided wariahle ¥ para un clerte ndmesa de cases partico:
tares, incluyendo laz albernativas de lagrangiunas/
oulerianas, concentracsin por unldad de velumen'soneen-
tracian por unidad de masa v réglmen Bminasieginen
tnbnlerio

¢} Desarrollar completamente las coungiones del transporte
en régimen tarbolente para Muidas eon densidad varis-
ble. Estas ecusiciones, que no son ficles de aneonirsr in-
clusn en la litersiorn mas e-.|:|1:'»:i|:J;i:n:-|'|i;|r contienen En
I:‘l:l.n,;ll.'ll:'ltl:r die téimines de borbobsan para Ins qun hasta el
mnanlo, no ge han propussto hipatesis de Jr.uil:l,l.ll,:- e
permnitan cerrar el problema, ¥ el o pesar de que alﬁ:u—
isne de elloa {envarianzas ,:FF '} hain de BO PHMMEEIT -
mgnte fm portantes dehida a que iu:L variables o, Ty 5 s
tim ligadlas por o soupcuin de estodn,
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