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RESUMEM Eua sate teabajo se propone un meevo mistodo para ln estimacidn de 1o frecuencia de eventos hidrolégiees oxro-
s, Be utiliza una funcidn clave, foncidn Befs en su forme rectanzular, majoradn con una serie 0o polinonrior oriagoneiea
i hipo Lengenidre, La calibracion del modelo e ha hecho generande una muestra pleatoria de 500 valores pertenecionte &
la familia Bets [1L.70600)L Finalments s hn validade el modelo con una maesira da precipitacion de [a cioded de Méjiom,
gierdo [oe repulizdos altamente satisfactoriog,

THE BETA FUNCTION AND THE POLYNOMIALS OF LEGEMDRE AS A TOOL FOR HYDROLOGICAL
EXTREME VALVES PREDICTION

ABSTRACT [n this prper, an dnprooed probohiliatie metbod for Tood onalyais vaing the Bela fenction and pelynomiats
||r|:|'.rc||.;|:u|.:| ]..-eq.;l:nl.'knr':‘ iz p.'-'.llr.'u.m:.J. In order fo Encremsee 1y Sariierge el B erd e meal Tood l|.I.‘-'.lr:-|:.-|::-!|'|!r e LRI Funetioe,
rectargulor demsity, considered os a degereraied form of Befe family, bas been {mprosd sl o semiae of malvromials of
Legendre type.. The model has been desled using o sample of five hundred genersded medom dofe delongiog to Hetn
Functian. Finally, @ real word appdicntion, wsing precipiiotion serer frorm Mezice oily alowsd fhe eceurray of Pria ae

approech o fregaency anelwis oid Svdradlogiend extrome oelues prediction,

| HH‘H.I'DI -:fnﬂ,-.' Funcign E-l:ll;,:lI F'l:}éinl;lnu:}t :;: E,-ﬁ_gl:n:‘]re:.l "q"!_1|q.|:-|‘:s hil::lrnllﬁgiﬂ-:ﬁ. T,

INTRODUCCION

El emplen de polinomins ortagonales para implementar el
ajuste axiadistics de funciones de distribucidn de tipo cla-
aign, nace de la necesided de exteaer una mayor informacidn
de las moestras histdricas disponibles y por consiguiente de
racionalizar scondmicaments 1a gestidm de las redes hidrobd-
pacae. Sioeo cohgiders ademds qoe la gran mayoria de o fe-
oiinens hideoldgicos peasen un enftorno fnito, por lo gene-
ral bien definido, &l wso de ba foncidn beta, enmarcada entra
limites reales, pareps justificado parn rapresentar In fre-
cueneis de tales fondmenas. Tomamos, por ajempba, ol extu-
dio de caudales do un pogueio rio. Parcee evidonts que los
velores minimos posibies no poeden ser inferiores a 0, ¥ en
cuanto a los maximos, aun siende mas nebuloso el valor
exgcdo gal limits, nadie peads dudar de Fuenstencia, Pe-
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nerle en duda, argumentands que & e Njara eate valer
siempre cobria ln pesthilidad de encontrar en el fubure une
maynT, saria casr en la paradoja de Aguiles v la terhoga

[nvestigncionss previps (Llamas et ol 1986, Diax 1981
Llamas 1984 han mostrashs que el heche de (far un lHmile
superiar o bas candales, da wna mavor soherenca y estahili-
dad al procesy de la estiniacion de eventos sxlramas. La pan-
diciim necesairia para poder apliear eata metodalogia es evi-
dentemente la exlitencias de muestrag de huenas
dimenalonss v calidades, goe permitan extrapolar la eimili-
bad entes la poblacin v la muestea mde alld de los dea o trea
fritheras mamenbs,

Ahora bien la funcldn Beta presenta a vecs: firmas asin-
Lithsas o pundes d& brosea singulandad (por ejemple coando
0 g oo 13 loque poede diflenltay su empbes en algunos eq-
sas par locwal e sonveniente tener a mano neevis métadea
para reaniver el problems de ko estinacidn. Eo este articel
trataimsns de abrie un caming para evitar gituasiones proble-
mdticas en la bilagueds de frasnenrias extremas de camdales
eliminands, ke cenflictos pozibles, Se ho elegido como fun-
cidn elave, la formna alotedpica méz simple de la fonekdn
Beta, sea la funciin rectargular, gue ss produce coanda
g =4 = 1, Hay goe sefalar, sin embargn, que la facilidad
operaginnal y este esmpo de accitn mibs extendido, tionan
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comsn comtrapariida una convergencia mis lenla hacia la
verdidern Puncidin de SGstrbuciin

Lo polinomics ortagonides asoctades a la fanciin reclon
gular son de bipo Legendre, es deare de $a famalia Jacola con
prsimetrns = 1= 0.

Definician analitica de la funcin Beto

La funecidn de densidad Beto, entre los limites 0 v 1, Gime
COmE FEpresian

1
'r"’";f; el D=yl [1]

Tk
L moadentos al ovigen de la variable ¥ poeden obie-
nerse direckamenta de la funciin generadors aiguiente
B [ N A T N I+l Cp+qgl _ IL:J‘I
L -|3'|'-|' - T-;Jll'l'“if,llqnml_ ||':||.;,l'|'“'
tenienda moun valor entere mayor qoe 1 @7 es la fienedin
foctortnl ascendents, o simbolo de Pechhammer defimda

CIImiK

[2]

Pl R I TS B [ 5}

Desarrolle matematicn de lo hencidn Beta campletada

ton polinomios artogonales de lagendre

Los polinomiss de Legendre constibaven wn caso particular
de bos pedbnemides de Jacol eatande definkdes por la funeiin:

ll-E;.;rlr'-'J*“-”-ZP.E.ﬂr" <1 4]

q=il

L dervada de mrden & de esta expresitn, con relaciin a
i, permite blener el palicomic de erden k. Los primeres po.
linormbae di Liegendre aon-

Prizi=1
Piirisx
Pyirh= 1243 - 1)
Pzl = 12 15t - 30
Polxi=1/8 195" - 0% £ 3
Py ixh= LB (632" - Tl + 1052

Seeralo la ecuacin recurrente:

P ixl =P qix)

P i) =8P, (%] -F,_[#)- [&4

R |
I que permute, eonociendo P ol v P (5], calealar los oo
proli unmines,
La fgura 1 sueatra la foema de alpanes pollnomies de
Legendrs,
La wrboponalbdad = expreas por la relaciin

1
I'P,,I:r:'f‘...l'.'c e =101 cuando m &0
o]
[&1

cogndn m = K&

! z
| 3 P
J-Il.i‘".l'.rll it = ]

Ests wltamis pxpresicn e altiens o pactr <de la foneitn
generadons (4],

Loa polinoaiog de Legendes, asi camo loa de Tehebyehoy
Hermte, Laguervs o Jacebi, forman un eonpuite eompleto

-ﬁ]uul:-l. palinomics de lagecks

P s

-4 -0 O

FHGUEA, 1. Repaseslacian
aréfeca de polinnmiar
o lagandre

0.4 -0 L] L 4 e 0B &
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L0 OFE LA FUSCIOM BEETA Y DE LOS POLUINDSIOE DE LEGEMDRE PARA LA ESTIMACION DE EVENTOS HIDROLOGHADS EXTHEMLUES

que puede utileearses para evaluar una funeidn do densidnd
de profuknlidasdes cuyo aumers de momantos enmuones enkr
T muestra v Io poblagiion es igual sl gradeo del polinomio.

Este conjunto e de la forma:

Z-::u.F,.l.'cl = fix [l

=l

com wnh funeidn elave de tipo reetangulor, Bl valar de o oo
ehcentes o, peede caleularss multiplicando la seoe (7) por
Pixl e integrands térming & términa teniendo en cuenta s
propiedad de ertogonalidad, ¥a definida,

Bi desfiribmos la fumciin clave enel intervalo 69,1, el walor
iz, s

A & 1hi
u.1=|ﬂ.-|+1|Z{.‘.'.'i-I|’.l:[':1 j::l }U, [&]

=i

En esla expresitn

nl!

By o O %
Ci IL*_.. bita =kt

Ly = momente al origen de arden k

B = hik 4 100h # 200k + 0 - 1) edmbaoli de Pochhammer

E| madeln puiede sxprésarae ahors bajo [a formn

5 i I +Mni f - ] 'l 1
ot oot
adi > dud |

|’|!rI-EI

anld

[

gienpdo m un pavdmetro de aproximacion ¥ oy > 1, Tedrica-
mieniie &l valor de b es infinito, en |a prictica depende de 1a
dimensin ¥ de Lo calidad de Ia muestra. Las muestras hi-
droldgicns de hoy dia permiten trunear la expressan (9] oo
vitlores de m campreradides entee 4 ¥ 7,

Prarn. pampletar & modela sdlo ueds demostrar qgoe (9) e
una funcicm de densidad para cualquier valor de m, es deair:

J‘L,I'I_l,'ld_'r'; 1 wm

Definamos en primer hegar o funcidn hipergesméddies

Ill"ib'-.“ 5
[ b= — 1]
1Fiim belr) E ] ol
=3

lea indices 2 ¥ 1 do F ropresentan ceapectivaments &l mi-

mere do simbabes do Pochhomer del numerador v del deno-

mainador. En &l easn de los pobinnmaos s Legendre 8o tiens
la identided:

{ | 1-xl

Eolzh=p F.lll-n,rr s 1 :|| ._1_,-.',

veilnvannblees 0552 1, enloneze Py (8 = Fij=n,n+ 1L2[1]

Vinlvamos a |a ecuactdn (71 Diseclando @] t6rmino no« §,
=& tipne:

1
Frvsay = mePalnl+ ¥ gl l-ma+1L231]=
-L iy i Z 1

=1 Er:,;-."';-;-n.nr].ﬂ:l';

v gegiin ol teorema de Ruinvlle (Rainville, 19650

oFyi-n,m+ 121 =0 v la proeha esta completads,

Calibrocién del modela Belo-legendre

Vewmas ahora & comportamiento del modole Beta-Logendre
en el andliziz de precipitacicnes sobro una cuence, Es eopves
menie eatableser desde ol principin elpunos oriterios de uh-
lizacidn con objeto de conecer el aleance ¥ Ins limites meles
dir ajuste di] modela,

El primer eriterio os que el vane del medels e eutivnde a
les easns en guae ba funciin Beta o dos parametros, eatima-
dos eon Lo informaciin de la muestea, hublera ofrecido una
Forma asintdtica, Esia coeunstancin dificultaria & empleo
de loe palinomins de Jacahi en su forma general,

Mo hoy que imaginar, ¥ este e el prineipsl oriteno res-
Erictiva, que a medida que sumentamog el mimsmo de poling-
mias, mepramos mdelinidemente la colidod dul npeste. En
realidad existe un maximo a partir del cual ln presisiin del
ajwste disminuye demaners dedsticn. Esto indicw que, enoun
mamesnibe dada, hemos agatado toda la informaeian @il con.
terida en le muestra. Eate nivel dptimo de momemdtas atiles,
puede obtenerae de dos moneras: Caleulnndo de Formea inke
ractiva ¢l grado del polinemic que afrece el mejor gjuste con
la faneitn experimeantal de Weituall, o terminando & procesn
en el moments engue uno de los polinomios criging freewen.
rins negalivas o oacilacicnes anormoles en los extremidades
dher Ly i de densidad,

Pura calibrar ol modele Bein:Legendre se ha utilizado
ung zerle generado de 300 velores abeatorios de una disin-
bpcidm: Beta [0 70000 Las razones por Las guee ae eligid eata
Ley Feeron varins. Bn prinsr hugar pars garantizar log lmi-
tes peples de ln distribucion; en sepondo lugar para exami-
par In convergencia del modelo wbilizando uns largs serie de
walores puve distribocicn ern conpeida & prion v per dltimo
pora cheervar In sonsibilidad del emodelo con relacidn al -
raera de momentos empleado

Los resultados de Ia calibeacidn del modelo son bastants
gatisfactarios come puede obeervarse en le figura 2 en In que
In faneidn analitiza ha sido ohtenida con polincmine de sexto

o

Valdecicn del modale.
Ejemplo de oplicocidn con dates hissaricos
Coene aplicacion del models Beta-Legendre ae han utilizado
A afes de precpitesion de la oodad de Méico, La eatackin
arneal de Nuwins o5 de & meses de los cunles 4 20n netameanits
Huvicans Cunin, julin, agesto y septismbre) y 2 de transiiin
imayo ¥ octubrel, Siendo lo Thavia hemogénea en los meses
lluvicans, se ha elygpds la msestra formada por 120 valores
independientes (30 * 4h

El modeln afreee pesuliados francaments satisfictomns
revelands b importancia de lee momenics de orden supe-
ror. Las figuras § y 4 muestran como In precsinm aumeitn
enf el numern de momentos hnsta alepnar el dptimo de &
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F30 DE LA FUNCION BETA Y DE LOE POEINOMICS DE LEGENDRE PARA LA ESTIMACION DE EVENTOS HIDADLOGICDS EXTREMOS

Furmsin o dinieiigcin, F ]

FIGURA 2. Colivnsian del
modako Belalegendra.

2a00 4400 & QG o060

Warickle aleaioria, x

Parn obtensr la fancién de densidad (o de distribucidn}
miz representativa, ge han sumentade progresivamente o
rigmern de momentos, utilizando los criterios de selecesin
definddns anterivemente, Tk esta fvma pueds sheervarae la
aeergemdin {oque punds ser analizada por un best de Kol-
mngural, par ciemplal, ¥ o partit de an clerte geads ded poki-
nomin, 5 en este cosn, i mejora de 18 fueciin Beta es discu-
tible & Enjustilicrdn. Esto prooba gue ls dimensidn de la
muestr 63 o argumento centeal para elegir o meado leite
del madela

El métado Betn-Legendra para analizar evenlos extrems
de frecueneia, repoea sobee dos hipiesis bastante lgiens: la
existenrin do Wmites firicos finitos de 1a gran mayoria de los
fendmenng. hidro-motaorolégicos ¥ 1o procidkdn del ajuste al
pumentor gl ndmers de momentos similares esatse la pobla-
viin ¥ la muestra; Ademids, en muchas situaciones reales s
mingervan dengidades de tipn multimodal guoe 1a funeidn

Beta-Legendre pueds simular ¥ ropresentar con fdelidad, &
diferencin de las fanciones cldsicas eon reducide nimero de
pardmetros,

REFEREMCLAS

ABRAMOWITE, M. v STEGUN, 1. A, Hardbook of Mathe-
matical Functions, Dover Publicotions, Inc,, MY, 1972
AYANT, ¥, Fonctionz Spéciales, Dusod, Paria 1971,
BAILLARGEON, GG. y RAINVILLE, -, Introduction & la sta-
tizqes applguée, Les editions 8.8 G Trois Riviéres, 1975,
BORGAMAN, L. E. The frequency-distribation of near extre
mees, o, Gﬁ':l@hﬁ He=,, B (L0, 1961,

CARLSIM, B. €. Bpeaal Funclinns of Applied Mathematics,
Aeadembe Press, Mew Yok, 1975,

CHOW, VT Editor in Chief Handbook of Applied Hydro-
by, MoGiraw-Hill, 1964,

MOGELD BETAAEGEIMDRE
I |
- B _ arT
- 08 E o8 T
5 oF T £ g7+
2 961 ,E a6 T
_E a5 = a5 o 4
£ & E 04 T
s 037 R
=
E Ol T f 03 ].
= e
al T o1+
b a i
a 400 4] 200 L]
FIGLIRA 3. #
mesckala cod :Il;'f :mﬂtﬁ Precopifacitn manwnl, mm F‘rmpm-:iﬁn mardunl, mm
96 Ingrenieria Civil /106




WSO 0E LA FUNCIKON BETA ¥ DE LOS POLBOMIOS DE LEGENDR

nl

MCIDELD) BETALEG ENCHE
i H
==L .7 1
T = a0+
£ D74 £ a7 ¢
: nag B
B 054 3 E 05+
= o
£ [ 5 2 04
£ 03¢ 5 Daoe
2 Iy 3 o024
e .D' g
0 : | :
[} 03 40k L+
Precipdac dn meanmsol, mm

+4
2K

Priscip lincidn manael, PR 4. Bowloels dal

medelc can 5 v & polnomrios,

COURANT, B. y HILBERT, . Methodz of Mathematical
Phyeies, Interszienes Publiehers, Inc, Mew York. Vol [,
L9370

DIAZ DELGADO, C. Application de 1o fonctsan Béta e des
palyntmes de Jacobi en bydrologie thése de doctorat, Ui
versité Laval 181,

DIAZ DELGADO, C. La fonction Béta appliquée i Uanalyse
stutistigue dévénements extrémes en hydrologe, Memnire
die maitrise, niversite Laval THS8 ﬂmpitn:ﬂ L2353 4.
GUNMBEL, E. o Statistigues of Extremes, Columbin Univer-
ity press, 1968, 7-16, 26-34, chpres 5,5

GUY, B DIAZ DELGADO, C. y LLAMAS, J. Limites d'ap-
plication de la fonction béia pour V'analyss statistique.
Comgres du promier centensire du Ginie Civil an Canada,
Mai 1887,

HOYT, W Gy LANGBEIN, W B, Fleads, Princeton anaver-
alty Press, 1955 554, 162-186 pp.

JOHMNSON, Ny HOTZ 8. Conbinous univerate distribu.
taons, [hstnbution in stabistiques. Wiley semies in prohahi.
lity and mathematical staistics, 1970, Vol 1 ard 1,
KENDALL, M. G. v BTUART, A, The advanced theory of
stntistizs, Hafner Puld, Co, New York, P63, Yal, [ ard [1
LAWLESS, J. F. Statiafical meodele and methods for lkfeti-
mee data, Wiley, Mew York, N.Y, 1582,

LINSEY, B.; KOHLER, M. ¢ PAULHUS, J. Hydralogy for
Engineers. Thitd edition, MeGraw-Hill, 1982, ch. 13 and 14,
LLAMAS, A, Cundernas de apoyo o lo domencia Anilizis ma-
Lemadlbicn ¢n l11:tm|qf.a. Univorsided Auténomn de Gruerd-
tare, bMiéxion, 1086

LLAMAS, J.; CHARBONNEAU, B. v RASSAM, J. C.
Analyse statistigee d'événements extrémes [AHS procee-
dimgs, [tale, 1984,

LLAMAS, J. Hydrologie générale: Principass el apphicatims,
Gaetan Morin Editeur, 1885, G50p.

[ATRE, Y. The special fanctions and their approximations.
Acndemic Press, New Yorkeand Lovdan, wal, [, 1563

Me CUEN, B y SMYDER, W, Hydreologie Modeling, Blabai-
el Methods and applications. Prentice-Hall, 1986,
MIQUEL, J. Guide practigue d'estimation des probahilitas
dit crues. Editlons Eyrolles, Paris, 160 po. 1ied
RAISVILLE, E, I, Specinl Funetions, The Macmillan Com-
puny, Mew York, 1965, pp, 104-169,

SEEVUE, B, ¥ GEIGER, H. Selection of disteibutivn Lypes
for oxtrernes in precipitation Operations] Hydrology Rep.
L6, WM, Genewa, 6F pp, 1581

SEEGO, G. Orthegonal Polyonmials, 4th ed. Amer,Math,
Buc., Providence, Bhude Bsland, 1975,

Ingenieria Civil /108

uy




Agua limpia,
ciudad viva

El conocimiento ¥ experiencia en el

cetbol det agLa san tiué_l"'l:'_'l'}t o, RO,
decisnos para operar deefio, construcian,
en ‘dptimas cond- mantenimients, ex-
cories v contriouyen plotacian y gestidan

an termings coong- de plantas d& trala-

micog Yy "|'|E-:‘|:‘.‘.I.'-.|'|1-
biertales al desarrolla y futuro de nuestras ciu- | riento y depuracidn de aguas
dades. Para elegir el procesn de depuracian mas Porque usted es = primer be-
adecuado para el tratamiento de las aguas, | nefidado, haga un trato con el

CADAGLA pone a su dispancidn, ingemerfa, | agua Trate con CADAGLA
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