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RESUMEN La creciente preocupacion sobre el efecto de procesos de naturaleza estocdstica en construcciones civiles ha de-
sembocado en el desarrollo de una nueva serie de téenicas que permiten una gran velocidad de cdleulo y arrojan resultados
con errores atin menores que métodos tradicionales (diferencias finitas,...). En el presente articulo se aplica la recupera-
cién variacional, que basandose en el criterio de Galerkin de ortogonalidad a la funcién de error obtiene las derivadas pri-
mera y segunda de una funcién (por ejemplo velocidad y aceleracion a partir de la funcién desplazamientos de una estruc-
tura) por procedimientos matriciales. EI gran nimero de lenguajes de programacion que incorporan funciones de célculo
matricial facilita la elaboracién de algoritmos basados en estas ideas. Por tltimo es interesante resaltar que la recupera-
cion variacional se realiza a través del ensamblaje de una serie de matrices de masa y rigidez, con lo cual puede ser apli-
cado a una “funcién discreta” con independencia del nimero de puntos que la constituyan.

A VARIATIONAL RECOVERY TECHNIQUE FOR SEISMIC BEHAVIOUR OF 1DOF SYSTEMS

ABSTRACT  Variational recovery techniques have been used in the context of error estimation in Finite Elements. There, from stress
or strain fields which are discontinuous between elements, it is possible to obtain nodal values, which in turn provide a better
estimation of both variables at gauss points. Here, this technique will be applied to obtain displacements from histories of either

velocities or accelerations. It will be shown that it allows also the determination of smooth velocity or accelerations.
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Matriz dispersa; Regiones criticas.

1. INTRODUCCION

Los terremotos son, desgraciadamente, un fenémeno mun-
dial dificil de predecir y de graves consecuencias en cuanto
a pérdidas humanas, econdmicas y materiales. Sin em-
bargo, en paises no situados en zonas eminentemente sis-
micas y con escasos terremotos destructivos han sido siem-
pre considerados como circunstancias que no se producirian
en un futuro inmediato y, por lo tanto, no merecedores de
un estudio previo en proyectos de construccién ni de la so-
brecarga econdmica que un estudio profundo provocaria.
Este tipo de descuidos se ha venido dando en Espaiia de-
bido a la baja actividad sismica de nuestro territorio. Sola-
mente se puede hablar de riesgo sismico en la parte sur de
Andalucia, en el Pirineo Central y la parte Norte del valle
del Ebro. No obstante, existe una creciente preocupacién so-
bre el estudio de los seismos en las estructuras, no debido a
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un incremento de la sismicidad, sino mas bien debido a la
presencia, cada vez mas frecuente, de constructoras esparo-
las en Sudameérica o Asia, donde se producen terremotos
importantes.

La accién sismica en la mayor parte de estudios viene de-
finida por acelerogramas, los cuales constituyen la base de
la multitud de investigaciones que pueden ir de las mera-
mente estocdsticas (probabilidades, frecuencias,...) hasta
aquellas que procuran predecir el dafio de un seismo en una
estructura determinada. La ingenieria sismica es una rama
joven y los tltimos desarrollos de la técnica sélo han podido
aplicarse a un bajo porcentaje del numero total de construc-
ciones.

Este articulo propone un método basado en las diferen-
cias finitas para, a partir de un acelerograma y conociendo
las caracteristicas de una estructura (habiéndola simplifi-
cado previamente a un sistema de un grado de libertad con
un muelle y un amortiguador viscoso, como se muestra en el
gréafico 1) hallar sus desplazamientos y construir a partir de
ellos y mediante la recuperacién variacional las velocidades
v aceleraciones que se produzcan. Los resultados asi obteni-
dos pueden servir para posteriores estudios sobre amorti-
guamiento y cortante respectivamente.
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GRAFICO 1. Modelo matematico de una estructura de un grado de
libertad con amortiguacién viscosa y fuerza recuperadora elastica,

2. DESARROLLO TEORICO
2.1. DESPLAZAMIENTOS

El primer paso en el estudio de un acelerograma consiste en
determinar los desplazamientos que sufriria una estructura
bajo la accién del correspondiente seismo. Estos se pueden
hallar reduciendo el sistema a un péndulo de masa m, rigi-
dez k y amortiguamiento ¢, sometido a una serie de osci-
laciones forzadas debido al efecto sismico. La ecuacién, pues,
que relaciona las posiciones relativas con el tiempo serd:
o'u  du

m¥+c¥+k-u:f(t)=—m-a(t)

donde a(t) son las aceleraciones medidas en el acelerograma.

Hay varias formas de enfocar este problema. Una de
ellas puede ser integrar la ecuacién diferencial y obtener
una funcién que relacione directamente los movimientos con
el tiempo. Si hacemos esto llegaremos a la siguiente ecua-
cién de Duhamel:

d i
ult)= iJAa(z) e gen(w, (E— 2) )z
w, Jo

en la cual w? = k/m, v = ¢/(2mo), ©,% = wi(1 —v?).

Este método no es, sin embargo, del todo préctico, pues
puede emplearse exclusivamente para comportamientos line-
ales del material, circunstancia que en la realidad rara vez
se presenta, sobre todo en estructuras hiperestaticas, que en-
cuentran en el periodo elasto-pldstico una manera de liberar
tensiones internas. Ademads, aunque en principio puede pare-
cer una forma exacta de resolver el problema, al final se llega
a la solucién siempre de una manera aproximada, ya que la
funcién a(t) recogida en el acelerograma no tiene una expre-
sién analitica y se termina discretizando en tramos rectos.

Resulta especialmente 1til la alternativa de las diferen-
cias finitas, no solo por la mayor rapidez con que el ordena-
dor alcanza la solucién, sino también porque permite una
mayor flexibilidad a la hora de adaptar el algoritmo a los di-
ferentes modelos de comportamiento del material.

Sabemos, por los desarrollos de Taylor, que:

ult+hy=ult)+h u{f) +h2%
u(t+h):u(t)_hig_)+hz _L%(_I;‘l

Sumando ambas expresiones y despejando la derivada
segunda se obtiene:

ult+h)+ult-h)-2ult)
= %

ult)

Por otra parte la derivada primera puede aproximarse
como:

ult+h)—ult-h)

)
t(t) o

Sustituyendo ahora en la ecuacién de D’Alembert:

mii(¢)+cu(t)+ ku(t) = -malt)

1
Im+he
+Hdm =2k ult)

ult+h)= [-2mh2alt) + (-2m +he)ult—h) +

Hay que indicar que es conveniente que la derivada pri-
mera se evalie por diferencias centradas, para reducir el
factor de error. No hay que olvidar que éste tltimo se debe
hacer lo mds pequefio posible, pues el mayor inconveniente
de este método es su transmisibilidad de errores.

Para empezar a evaluar los desplazamientos se deben in-
troducir en la expresién anterior dos condiciones iniciales.
Imponiendo que en el instante inicial el desplazamiento y la
velocidad sean nulos, se llega a la conclusién de que estos
dos primeros valores del proceso iterativo deben ser nulos.

Los valores a(t) corresponden a la discretizacién del ace-
lerograma, del cual se toman puntos con un paso temporal
de h segundos. Resulta 1til que este pardmetro sea cons-
tante, pues de no ser asi, la expresidn anterior habria resul-
tado bastante mas complicada y, ademds, considerar la posi-
bilidad de diferentes longitudes de paso ralentiza
significativamente el proceso de célculo, no solo en el pro-
blema que ahora nos ocupa, sino en todos los que se van a
tratar en este articulo.

2.2. RECUPERACION VARIACIONAL

Cuando se hayan obtenido los deplazamientos en funcién
del tiempo, se tendrd un listado de nimeros u; asociados a
sus respectivos t. No se puede determinar con exactitud lo
que sucede entre cada t;, pero la aproximacién por tramos
rectos se considera bastante apropiada.

Supongamos que se va a estudiar el intervalo compren-
dido entre ty y t;, ¥ veamos cémo se puede expresar u(t) en
dicho intervalo.

Sea Ny(t) la recta que cumple N,(ty) = 1 y No(t;) = 0; sea
Ny(t) 1a recta tal que Ni(to) = 0 y Ny(ty) = 1; sus expresiones
analiticas serdn:

N, (5= L=h
O_tl
N,y ==t
tl_tO

La funcion u(t) puede expresarse, pues, como:
u(t) = Nylt) - ug+ Ny(t) - uy, para t perteneciente a (tp, t;).
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Llegados a este punto, se puede introducir, por mayor co-
modidad, una transformacién que lleve siempre el intervalo
(ti, ti+1) al (0,1).

t—t

Hégase ¢= ; para t = t; se tiene ¢ igual a cero,
+1~h

y para t = t;,;, § serd igual a la unidad. Si se introduce este

cambio en las expresiones de N, y Ny, se obtiene:

Ny(£)=1-¢
N(&)=¢

2.2.1. Célculo de derivadas primeras

Para un intervalo de tiempo dado se habia llegado a la con-
clusién de que podiamos considerar la funcién de la si-
guiente forma:

ﬁ(t):sz(t)'%:N.'(t)'uﬁ'Nm'“m (1]
Al ser t; el extremo izquierdo del intervalo, N;(¢)= :_# :
—t
i i+1
andlogamente se llega a 1a conclusion de que N, (¢)= s 0
—¢

i+l Y

Si se introdujese el cambio anteriormente definido &, las
N(t) se transforman en:

N1(‘£J: 1-¢
N, (8)=¢

Derivemos ahora la expresion (1), teniendo en cuenta que
u; ¥ u;, 1 son constantes conocidas.

de _dN; ~ dNy, ~—_dN; d§ ~ dNy, df =~ _

dt — dt ' dt ' dE dt " dE dt ™!
1 1

=-1- P i+ 1 o=y g =t -t =li}=l_i(ui+]—ui)

Si se observa la expresion a la que se ha llegado, se verd
que es idéntica a la evaluacién de la derivada por diferen-
cias finitas en modo progresivo.

Sin embargo, esta no es una manera correcta de conside-
rar las derivadas ya que éstas serian discontinuas en los no-
dos que dan base a la aproximacidn.

Este fendmeno se ve claramente reflejado en la figura 2.
Al haberse considerado como rectas los tramos de funcién
entre nudos, sus respectivas derivadas son funciones cons-
tantes, que presentan discontinuidades en cada punto donde
se producia un cambio de pendiente en la gréifica de despla-
zamientos. Por lo tanto, al no coincidir la derivada a la iz-
quierda y a la derecha de los nodos, habrd que encontrar
otra forma de evaluarla.

Supongamos que conocemos los valores numéricos de las
derivadas en los puntos t;. Se puede aproximar la funcién

derivada del mismo modo que antes: j = ZNf(t) ./ siendo

u/ los valores de las derivadas en los nodos y, se vuelve a

insistir, supuestamente conocidos.
El error cometido al evaluar la derivada de esta forma

seré u(r)—ZNi(n-u;.

fit

F

GRAFICO 2. Ejemplo de la derivacién de una funcion formada por
tramos rectos, donde los dichas rectas han definido unas derivadas cuyo
valor es constante en el intervalo, Como se ve en el gréfico inferior, existe
una indeterminacién en los puntos que se eligen para tener el valor

de la derivada, pues sélo se conoce dénde se anulan y cudl ha de ser

su valor maximo en el infervalo de definicién, pero no el lugar de cambio
de pendiente que ha de ser resuelto por medio de algin criterio

[segin recuperacién variacional la ortogonalidad de la funcién al error).

Se puede demostrar que para obtener la mejor aproxima-
cién de una funcién expresada en una base dada, se tiene
que imponer que el producto escalar entre las funciones
base y la funcién error sea nulo. Se recuerda que el producto
escalar entre dos funciones se define como la integral del
producto de ambas en el intervalo de evaluacién.

Asi pues, al ser nuestra base de funciones las N;:

LNg(tJ-(Li(t)— ZNJ'(f)'u;-)dt -0

Despejando términos se llega a:
n+l
QNg(t)ﬂ'(tf)dt = ;[LN,(t)-NJ(t)dt]u}

b=M-w

Este es un sistema de (n + 1) ecuaciones con (n + 1) in-
cégnitas, cuya resolucién permite conocer las derivadas en
los nodos.

Las integrales, que aparecen extendidas a todo el domi-
nio, se obtienen como suma de los elementos,
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e=1

Las matrices de elementos M'® se obtienen del siguiente
modo:

¢ Seai=]jen el extremo izquierdo del intervalo:

L 1
t)-N(-(t)dt=.[ Ni(E)-N;(S) —dcf—
0 dé

1 1
= [ N(& M@ edg = [ -2k -dz =2
0 0
* Seai=]jen el extremo derecho del intervalo:
L 1 1 1
N,U)-Ngt)dt:j N.(E)-N,(&) 1, - dé :j &b -de =<l
ti 0 0
o Seai=j
N(t) N, (bt j (&)-N,(&) I, dé =
|
:J £ (1-ENdE =1
b 6

Empleando estos resultados se puede escribir ya la ma-
triz M, llamada matriz de masa consistente.

Mﬂf) — J,‘

Respecto a los términos independientes, se obtienen tam-
bién como suma de contribuciones de los elementos.

b= N( )-ult)de j Ni(i)%(u,—*.1~u,-)dt=

1
= L —u;)jNi(r:)-l,: € =y =) [ N (E)E =
i 0 0

1
SR
2(u,1 u

p_ 1 1
b = E(Mm —uf)(ll

Ahora so6lo resta resolver el sistema, tras ensamblar las
matrices M v b'®, v tendremos las derivadas en los nodos.

2.2.2. Derivadas segundas

Para obtener el valor de las derivadas segundas en los nodos
se procede de un modo similar al caso de las primeras.

Se suponen conocidos estos valores que se estdan bus-
cando. La funcién derivada segunda se puede expresar

comao:
6=y Ny(b-uf

el error que se estard cometiendo sera ji(¢)-

EN,(t)»u_;’ y

al hacerlo ortogonal a las funciones base se llega a la expre-
sion:

J (u(t Y N ”)dt—
UN ]u;:jN,-(t)-fi(t)dz

No se conoce ahora la derivada segunda de u(t) en los ele-
mentos, por lo que el miembro de la derecha se debe calcular
mediante integracidn por partes:

d*u ) L dN; du
j‘dtd th dt dtdt

Si se suponen nulas las velocidades en los extremos, re-
sulta:

i Ty, [y 0
dt

2
dt dt “

dt 7

y por tanto, el sistema global es

M”u;’ Kuj
siendo
My = | NNt
. dN.
= [ g,
dt dt

La matriz M ya se ha determinado para el cdlculo de las
derivadas primeras. Veamos a continuacién cdémo es la ma-
triz K:

e Sii=j

dN, dN; ;. _ I‘dNi dé dN, dE dt
dt dt o dE dt dE dt dE
£ . 4 1
= Rl el
-[)ll— ;hde 7

1 1
* Seai#J:

deN 1
.[dx dt Jli 1 gil‘

Asi pues, la matriz K resulta ser:

K(ii_i 1 -1
Elt 1

Esta matriz hay que ensamblarla tantas veces como in-
tervalos definan el problema, y una vez hecho ésto se puede
resolver el sistema planteado con anterioridad. Es impor-
tante darse cuenta de que si las velocidades no son nulas en
los extremos, se anadiria al término independiente el vector:

T
du
~efon.0f

du

.0,0,...,0,~
dt
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GRAFICO 3. Acelograma del seismo. El terreno sobre el cual se encuentra
cimentada la estructura es sometido a las aceleraciones que muestra el
gréfico superior.

GRAFICO 5. Velocidades de la estructura.

cm/seg"2
ot 400 1
20 1
200 -
104
“ /\ lﬂ |
01 seg .
0 seg U w \/
/ v -200]
-10 \
-400
20 | : 0 3 10 15 20 25 30
0 5 10 15 20 25 30 GRAFICO 6. Aceleraciones de la estructura.

GRAFICO 4. Desplazamientos de la estructura,

3. APLICACION DE LA RECUPERACION VARIACIONAL
EN FUNCIONES DISCRETAS

3.1, COMPARACION ENTRE LA RECUPERACION VARIACIONAL
Y LA APLICACION DE DIFERENCIAS FINITAS A LA
DETERMINACION DE DERIVADAS DE UNA FUNCION DISCRETA

Las funciones definidas por puntos, como los acelerogra-
mas (ver gréfico adjunto), son estudiadas normalmente con
ayuda de las diferencias finitas, las cuales al discretizar en
el tiempo permiten hallar una serie de parametros para
unos instantes determinados. Dichas técnicas no han sido
aplicadas en el estudio de los seismos en este articulo a pe-
sar de su facilidad de programacién debido fundamen-
talmente a la razdn que se va a exponer a continuacién.
Conocidos los desplazamientos de una estructura, éstos
han sido aproximados por una serie de tramos rectos con
una determinada pendiente, consecuentemente, la deri-
vada de esta funcion estd compuesta por tramos rectos pa-
ralelos al eje de abscisas (al ser la pendiente de todo ese in-
tervalo constante). Pero como bien es sabido, este tipo de
funciones definidas “a intervalos” no son continuas (a me-
nos que se establezca arbitrariamente un criterio de conti-
nuidad por la derecha o por la izquierda), y presenta una
derivada nula en el intervalo, e infinita en los extremos del
mismo. Obviamente, un terremoto no exhibe este compor-
tamiento, con lo cual es de suponer que la funcién estd for-
mada por tramos rectos que no son paralelos al eje de abs-

cisas, sino de una pendiente determinada. Ahora bien,
existe una indeterminacién de en qué puntos cambia la
funcién formando un punto anguloso (ver gréfico 2). No
existe ningun criterio objetivo que indique dénde ha de si-
tuarse el cambio de tramo (sélo es conocido la abscisa en la
que se anula pues es el maximo o minimo de la funcién pri-
mitiva), es decir, que pese a que tenemos definido el lugar
donde ha de producirse el cambio de pendiente, no se sabe
dénde estd situado el punto de cambio (a menos que defi-
namos un criterio como por ejemplo que se encuentra en la
mitad del tramo,...). Es aqui donde interviene la recupera-
cién variacional, la cual parte del mismo supuesto de con-
siderar tramos paralelos al eje de abscisas, pero para la
eleccién del punto utiliza el criterio de ortogonalidad de
Galerkin. El punto en el que se establece el cambio de pen-
diente es elegido de forma tal que la funcién resultante es
ortogonal al error (como se habia visto anteriormente). La
diferencia fundamental reside por lo tanto en que la recu-
peracién variacional proporciona un criterio objetivo, es-
tricto y definido para tomar el cambio de pendiente, mien-
tras que pese a la facilidad de programacién las diferencias
finitas carecen de un criterio riguroso con el cual pueda ser
minimizado el error cometido.

Ademds de esta importante ventaja, la determinacién de
la derivada de una funcién por el método de la recuperacién
variacional presenta otros claros alicientes., Podriamos citar
entre ellos gue dicha derivada es obtenida de la informacién
extraida de todos los puntos anteriores que conforman la
funcién (el sistema a resolver es tridiagonal como se veia
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anteriormente), de esta manera, se logra que cada punto de-
penda de todos los anteriores (feed-back), y no sélo de los in-
mediatamente anteriores y posteriores (diferencias finitas).

3.2. APLICACION AL MOVIMIENTO DE UNA ESTRUCTURA

Definida una estructura como un sistema masa-muelle-
amortiguador viscoso de un grado de libertad (UGL), puede
ser usada la recuperacién variacional. Es importante, no
confundir la aceleracién del terreno (dada por el acelero-
grama) con la que experimenta la estructura, pues la acele-
racién del terreno se comporta a todos los efectos como una
fuerza exterior que actuara sobre nuestro sistema de UGL.
Asi pues, el terreno excita con una fuerza -m*f(t) al con-
junto de UGL obligandole a desplazarse y sufrir una serie
de velocidades y aceleraciones. Tomando como base dichos
desplazamientos se ha hallado la velocidad y aceleracién por
las técnicas de recuperacién variacional vistas anterior-
mente.

Las graficas de resultados muestran la variacién de la
posicién, velocidad y aceleracidn de la estructura. En ellas
puede apreciarse claramente como al principio se atraviesa
una fase de movimiento mds o menos caética, la cual origina
posteriormente otra fase de movimientos y consecuente-
mente velocidades y aceleraciones elevadas. Finalmente,
tanto el acelerograma como las graficas de movimientos en-
tran en un régimen de periodo constante, en el cual la fun-
cién viene definida por una onda de tipo sinuscidal modu-
lada en amplitud.

4, CONCLUSIONES

Como resumen de todo lo expuesto en este articulo seria
interesante resaltar una serie de puntos. Uno de ellos es sin
duda la facilidad de programacién; las matrices que se usan
en todo el proceso son tridiagonales, con lo que se obtiene
una serie de ‘matrices dispersas’ cuyos algoritmos son muy
sencillos. De esta forma el calculo de inversas atin para ma-
trices con elevado niimero de elementos se simplifica mucho,
pues existen procedimientos especificos para este caso.

Ademds, y como se veia en el punto 3, el que las matrices
sean tridiagonales consigue que los resultados en un punto
dependa de todos los resultados anteriores a dicho punto, y
no como en otros métodos en que sélo depende de uno o dos
valores previos (segun se frunque el error), siendo por tanto
més propensos a alejarse de la solucién correcta.

Otra ventaja evidente es la ortogonalidad de la funcién al
error. Este criterio es hoy en dia muy aplicado (polinomios
de Tchehicheff) y permite obtener unas aproximaciones
donde no haya ‘regiones criticas’ en las cuales el error se dis-
pare.

Resumiendo, la recuperacion variacional es un método
que aplicado a funciones discretas permite unas aproxima-
ciones de las derivadas primera y segunda (que en este arti-
culo se han tratado de identificar con la velocidad y acelera-
cién) con un criterio de error tal que no arrojard grandes
discrepancias entre la aproximacién y la realidad en ningin
intervalo, ademas de permitir una enorme facilidad de pro-
gramacion y cdlculo.
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