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RESUMEN  El método Particién de Unidad para Elementos Finitos (PUFEM) es aqui aplicado y mejorado para lograr la re-
solucién de problemas précticos de difraccién en forma eficiente. Se introduce un procedimiento de integracién “semi-ana-
litico” para el caso de problemas multidimensionales con el que se reduce drasticamente el nimero de operaciones necesa-
rias en problemas de altas frecuencias en comparacién con los métodos de integracién habituales para un mismo error.
Como método de solucidn es utilizado el gradiente conjugado generalizado para todo el rango de frecuencias, incluidas
aquellas en las que el PUFEM produce matrices cuasi-singulares debido al error de redondeo. Como ejemplo préctico se ha
utilizado este método para resolver el problema de difraccién de una onda plana en torno a un pilar de seecién circular.

A PARTITION OF UNITY FINITE ELEMENT MODEL FOR DIFRACTION PROBLEMS

ABSTRACT  The Partition of Unity Method is applied and improved to solve practical problems of difraction in an efficient
way. A semianalitic integration method is introduced in the case of muliidimensional problems to reach important savings
in the number of operations for high frecuency problems if it is compared with the traditional integration methods. The
solver used is the generalized conjugated gradient for all the frecuencies, even when PUFEM produces cuasi-singular
matrices due to the round-off error. As a practical example, the difraction of a plane wave on a circular pile is reproduced.

The efficiency of the method is compared with the traditional finite element method.
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1. INTRODUCCION

El PUFEM, propuesto como una nueva técnica para la reso-
lucién de la ecuacién de Helmholtz por Melenk?, muestra
una sustancial mejora en las propiedades de aproximacién
frente al MEF cuando se dispone de algin conocimiento pre-
vio del comportamiento de la solucién.

El método puede ser clasificado en el grupo de los méto-
dos “sin malla” (ver Referencia 3) y una formulacién gene-
ral, incluyendo PUFEM, fue recientemente introducida por
Duarte y Oden".

En el PUFEM el espacio de elementos finitos es construido
mediante la multiplicacién de las funciones de forma clasicas
(que forman la particién de la unidad) por un espacio de fun-
ciones con buenas propiedades de aproximacion local a la solu-
cién (como por ejemplo soluciones particulares de la ecuacién
diferencial). Este procedimiento fuerza la conformidad global
del espacio de elementos finitos, sin restricciones en la aproxi-
macién local de las funciones e incluye informaeién “a priori”
acerca del comportamiento local de la solucién.

En este trabajo se aplica un método de solucién basado
en el Gradiente Conjugado Generalizado. La implementa-
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cién practica del PUFEM ha mostrado que para nimeros de
onda bajos y medios el error de redondeo puede dar lugar a
matrices cuasi singulares. Para estos casos se propone un
método de transformacién de la matriz original en una ma-
triz hermitica y definida positiva con un limite finito mayor
que el orden de redondeo para el minimo autovalor.

Por otro lado, también se ha investigado un método de in-
tegracion especifico para integrandos oscilantes. Los méto-
dos tipicos, como por ejemplo la cuadratura de Gauss, resul-
tan inadecuados para nimeros de onda medios y grandes.
Para este rango, ha sido adaptada una integracién exacta
para integrandos oscilantes. Se introduce una rotacién local
de forma que la parte oscilatoria del integrando sea unidi-
mensional, con el consiguiente ahorro en el nimero de ope-
raciones.

La siguiente seccién se centra en la definicién del PU-
FEM y se propone un espacio de funciones. Las secciones si-
guientes estdn dedicadas al método de integracién emple-
ado, la metodologia del solver y los experimentos numéricos
realizados.

2. SOLUCION NUMERICA

La difraccién de ondas monocromadticas estd gobernada por
la ecuacién de Helmholtz:

Ap+k2p=0 on Q [1]
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donde ¢ es el potencial de velocidades y £ el nimero de on-
das. Las condiciones de borde correspondientes pueden ser
escritas en forma unificada basandose en las variables ca-
racteristicas e introducidas bajo la hipétesis de la periodici-
dad de la solucién'. En este caso, se asume que las cantida-
des

%, 9
ot o

se conservan en la direccién incidente (C es la velocidad de

la onda). Para la onda incidente las condiciones de contorno

prescritas en 1, quedan:

gn—¢+ ik cos = 2ig; cos B on T (2]

donde f es el dngulo entre las direcciones de incidencia y
normal saliente al contorno y ¢, es la funcién de la onda in-
cidente prescrita.

La condicién para bordes absorbentes r, (de forma par-
cial o total) v bordes totalmente reflectivos 1, pueden obte-
nerse facilmente de la condicién anterior. Estas condiciones
son respectivamente:

L ikap=0 on T, (3]
on

A oo T [4]
B

siendo o, el coeficiente de reflexidn.

La solucién numérica de la ecuacién de Helmholtz para
PUFEM es definida a continuacién. El potencial ¢ aproxi-
mado puede ser construido como:

= pig'd] (5]

donde «; son las funciones que forman la particién de la
unidad de forma que la condicién ¥p;=1 se cumple para todos
los puntos del dominio. Las funciones ¢' son llamadas “fun-
ciones extrinsecas” y los son b} los coeficientes asociados a
los nodos y a las funciones del espacio de aproximacién “ex-
terno”.

Por la aplicacién del método Galerkin la forma débil
puede ser escrita como:

a(u,@) =a(p;q",9:q'b)= 0 [6]

donde:

alv,0)= ;[VUVMQ—]Z:[UMQ_}[U%F

y (i,j=1,N), (I, m=1,M) siendo N el mimero total de puntos, M
el niimero total de funciones extrinsecas elegidas y las fun-
ciones de peso.

Dos espacios han sido propuestos en el PUFEM original

para las funciones locales ¢': polinomios arménicos generali-
zados para la ecuacién de Helmholtz y ondas planas. Aqui
se han adoptado las ondas planas por su sencilla implemen-
tacién y mejores propiedades de convergencia. Para proble-
mas bidimensionales pueden ser escritas como:

q' =exp {ik(x cos 8! + ysen GJ)} [7]

que representa una onda plana que se propaga en la direc-
cién dada por el dngulo @. Estas ondas pueden definirse de
forma local (elemento por elemento) o de forma global.

3. IMPLEMENTACION DEL MODELO

3.1. INTEGRANDOS OSCILATORIOS
Las integrales provenientes de la ecuacion (6) son del tipo:

I= .[P(x,y) GXp{ik(x cosf! + y Sean)} (8]
Q
exp{ik(x cosf™ + y Senﬂ’”)}dg

donde P (x,y) es un polinomio. Si se realiza una rotacién lo-
cal en el sistema de coordenadas con un dngulo o =%(9‘+6‘")
la integral anterior queda reducida a:

1= [Hign) explitglazan [9]

Q

donde H(En) es un polinomio del mismo grado que P (x,y) y
k, es el nimero de ondas equivalente en el nuevo sistema de
referencia dado por:

[ _am I3 m
k0=2kCos(8 26 }-C’os[l9 -;9 J

La direccién £ se define por la direccién de incidencia o.
La parte oscilatoria a lo largo de la coordenada m (perpendi-
cular a la direccién de incidencia) es eliminada con el consi-
guiente ahorro en el namero de operaciones, permitiendo
una facil aplicacién de métodos de integracién adaptados a
integrandos oscilatorios del tipo de la ecuacién (9). Para es-
tudiar una forma eficiente de integracién de la forma simpli-
ficada se ha comparado un método “ad hoc” para integrales
oscilatorias (basado en las series de Chebyshev® (AEH)) con
el método habitual de integracién numérica Gauss-Legen-
dre.

La integracién de:

J'§ exp(ikE)dE

mediante el método AEH viene dada por:

Li +1

= 20‘(%1)' s {sen{kg o2 - o g+ %’)} [10]

-1

Esta férmula puede ser interpretada como un caso espe-
cial de la formula de Clenshaw-Curtis” en la que la funcién
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del integrando es un polinomio para la cual la solucién
exacta puede ser obtenida con un nimero finito de términos.

Para la prueba de comparacién realizada, se han elegido
como H(&n) polinomios de tercer grado (méaximo grado alcan-
zado por los polinomios obtenidos usando funciones de
forma lineales asumidas en este trabajo). Las longitudes de
onda relativas (longitud de onda / elemento) varian desde
(0.01) para el caso de ondas largas hasta (900) para ondas
de alta frecuencia.
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10000
/

—— AEH con termin cuadrtico //

——  AEH con témino cibico //

= — GL., con termino cuadrético /’
2 — — GL, con término cibico /’
.8 1000 P4
2 7
g -
2 s
o s
5 -
5 /
o <
5 100 —
Z -

SRR
e s e i)
|
10
0,01 0,1 1 10 100 1000
Wavelengths/Element

FIGURA 1. Comparacion entre métodos de integracion oscilatorios para
un mismo error relativo de 10'%, Nomero de operaciones vs. longitud de
onda por elemento. G.L: Integracién Gauss-legendre, AEH: Método de

integracién basado en series de Chebyshev.

Los resultados se muestran en la Figura 1, donde el nd-
mero de operaciones necesarias ha sido representado en fun-
cién de la longitud de onda relativa para los dos métodos con
un error relativo de 10" El método AEH requiere una canti-
dad adicional de operaciones para bajas frecuencias con el fin
de evitar la indeterminacién generada por el factor depen-
diente de la longitud de onda. Para este caso, deberia reempla-
zarse la ecuacion (10) por el desarrollo en Taylor del término
oscilante de la integral. Sin embargo es evidente que para el
rango de ondas largas deberia utilizarse el método de la cua-
dratura de Gauss mientras que la integracion exacta es prefe-
rible para frecuencias medias y altas, siendo ésta la estrategia
seguida en el modelo desarrollado en este trabajo.

3.2. SOLVER GRADIENTE CONJUGADO GENERALIZADO

El sistema obtenido por el PUFEM estd formado en general
por matrices mal condicionadas. Conforme aumenta el ni-
mero de funciones extrinsecas, el sistema tiende a ser lineal-
mente dependiente (debido al error de redondeo), en particu-
lar para el rango de mayores longitudes de onda, y a perder
la tipica estructura de banda del MEF.

De igual forma, un mal condicionamiento implica la nece-
sidad de aumentar el orden en las normas del residuo para
la convergencia, de manera que se alcance el error deseado
en la solucién. Un solver ttil para estas situaciones es el ba-
sado en el método del Gradiente Conjugado Generalizado
para matrices hermiticas (no definidas positivas). Aqui la
condicién de hermiticidad se obtiene resolviendo el sistema
lineal premultiplicado por la matriz de coeficientes conju-
gada de A:A* . El sistema lineal (6) es ahora:

A*Ab=AYf

donde b representa las incégnitas y f los términos prove-
nientes de las condiciones de borde. Cuando el limite en el

error de redondeo no permite alcanzar la tolerancia ade-
cuada para el error de la solucién, el condicionamiento de la
matriz puede ser mejorado imponiendo el cardcter definido
positivo dentro de la precision utilizada en la forma:

(A%A+y Db=A*f

donde y es una constante del orden del limite de redondeo.
Esta situacion se encontrd en el caso extremo de un nu-
mero muy grande de funciones extrinsecas (mds de 66 por
nodo para un cdlculo en doble precisién) y bajas frecuen-
cias.

La validez del método se ha estudiado para un problema
de un dominio cuadrangular mallado mediante elementos li-
neales triangulares con un total de 16 nodos y 64 funciones
extrinsecas asociadas a los nodos (una condicién severa para
ondas largas e intermedias), con una tolerancia en la norma
del residuo relativo de 3.10"%, En el contorno izquierdo se ha
prescrito una onda de incidencia normal (por medio de la
condicién (2)) mientras que en el resto se han impuesto con-
diciones normales absorbentes (3).

En la figura 2 se muestra la norma del residuo en térmi-
nos del nimero de iteraciones para nimeros de onda que va-
rian desde 0.5 (ondas largas) a 264 (ondas muy cortas).

Se observa que la peor condicién de convergencia se en-
cuentra para longitudes de onda intermedias (32). Cuando
el nimero de ondas es mayor que este orden, la convergen-
cia se mejora suavemente debido a que la influencia de la
matriz de masa en la estructura del sistema global comienza
a ser importante. Sin embargo en el rango de la media fre-
cuencia la dependencia del numero de iteraciones con el nu-
mero de onda es relativamente menor.

El error obtenido en la solucién (L) para los cinco nime-
ros de onda ilustrados en la Figura 2 (0.5, 16, 32, 132, 264)
son respectivamente: 107,10,10%,10%,10°,

4, EJEMPLO

Con el fin de comparar la eficiencia del PUFEM con MEF se
ha modelado la difraccién de una onda plana en torno a un
pilar de seccion circular y radio r,=1.0m. El nimero de onda
de la onda incidente es k=1.y el dominio en el que se estu-
dia la difraccién tiene un radio r,.,=5.0m.
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FIGURA 2. Norma residual del método Gradiente Conjugado
Generalizado en funcién del nimero de iteraciones para una malla

cuadrada de 16 nodos con 66 funciones extrinsecas por nodo, Nimeros
de onda: 0.5, 16., 32, 132. y 264,
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FIGURA 3. Esquema del problema de difraccion de una onda plana en
torno a un pilar.

Para un error promedio £,=3.% en fases y amplitudes, se
ha utilizado una malla MEF de 767 nodos (ver Figura 4).
Para el mismo error promedio, el problema ha sido resuelto
con el método PUFEM utilizando una malla de 80 nodos (21
nodos de pared y 59 nodos en el contorno exterior).

FIGURA 4. Malla de elementos y malla pufem utilizadas para resclver el
problema de difraccion. Malla MEF: 767 nodoes, Malla PUFEM: 80 nodos

La base de funciones externas utilizadas ha sido ondas
planas de la forma:

g exp{ik(x, c08(6,, )+ yisin(6,, ))}, 0, =

. S
(N+y) 77"

con N=T7 para los nodos de pared y para los nodos del con-
torno exterior. EI nimero total de DOF utilizados en el pro-
blema ha sido 168, lo que supone una disminucién del 75%
con respecto a elementos finitos. Pese a la considerable dis-
minucién en DOF conseguido, el ahorro real en el tiempo de
CPU ha sido del 10%. Esto se debe al coste numérico que su-
pone la transformacién del sistema lineal para la aplicacién
del método de resolucién. Los resultados obtenidos se mues-
tran en la Figura 5.

5. CONCLUSIONES

El método particién de la unidad presenta claras ventajas
respecto del tipico método de Galerkin para estudiar la di-
fraccién de ondas de alta frecuencia, pero siempre que la im-
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FIGURA 5. RESULTADOS PUFEM. Isclineas de amplitud y fase obtenidas
para el problema de difraccién con la malla PUFEM y ocho funciones
exirinsecas por nodo. DOF=168.

plementacién del modelo sea eficiente, tanto en la integra-
cién como en la solucién del sistema de ecuaciones. El mé-
todo “semi-analitico” de integracién propuesto, asi como el
método del Gradiente Conjugado, generalizado al problema,
permiten mejorar ampliamente las prestaciones del modelo
original. Por otra parte, la eleccién del espacio de funciones
extrinsecas es también de fundamental importancia, dada
su obvia influencia en la eficiencia general del método. La
implementacion de diferentes estrategias en esta eleccién
que optimicen la aproximacién a priori de la solucién es mo-
tivo actual de estudio y serdn proximamente incluidas en el
modelo desarrollado.

Este trabajo ha sido presentado en el IV Congreso Na-
cional de Métodos Numéricos en Ingenieria. Sevilla, 7-10 Ju-
nio, 1999,
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