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RESUMEN  El Método de Elementos Discretos es un drea de intensa investigacion hoy en dia debido a sus ventajas para
resolver problemas de Mecanica Computacional. En la aplicacién eficaz de este método se debe poseer una idealizacion del
medio que se obtiene a través de la generacién o empaquetamiento de un sistema de particulas, las cuales en un inicio deben
encontrarse lo més cercanamente posible entre si. Este conjunto de particulas se puede obtener mediante la aplicacién de
los llamados algoritmos de empaquetamiento. Las elementos discretos mas usados son los circulos y esferas, debido princi-
palmente a su poca complejidad geométrica. En este trabajo se presenta un algoritmo para la obtencion de empaqueta-
mientos de particulas poligonales convexas. Se hace un estudio del desempefio computacional para varias distribuciones de
probabilidad de los pardmetros que definen las particulas, asi como la caracterizacion estadistica de los conjuntos de par-
ticulas obtenidas. Se explora la validez de las hipé6tesis de que los empaquetamientos obtenidos son aleatorios, homogéne-
0s e isétropos a nivel micro y nivel macro.

INITIAL SET OF CONVEX POLYGONS FOR THE DISCRETE ELEMENT METHOD

ABSTRACT  Discrete Elements Method is a field of intense research nowadays due to its advantages for solving problems of
Computational Mechanics. Obtaining an initial set of particles or packing, with the particles as close as possible, is essential to
apply the method. This set of particles can be obtained by applying the so-called packing algorithms. The most commonly
discrete elements used are circles and spheres, mainly due to their low geometric complexity. An algorithm for obtaining convex
polygonal particle packings is shown in this paper. The computational performance for various probability distributions of the
parameters that define the particles and the statistical characterization of obtained packings has been studied. The validity of
the assumption that the packings are random, homogeneous and isotropic at micro-level and macro-level was explored.
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1. |NTRODUCC|6N con los conceptos de bloques y juntas y con posterioridad fue
aplicado a los sélidos por Cundall y Strack [2]. Este método se

El Método de Elementos Discretos (MED) fue introducido por aplica al andlisis de medios discontinuos simulando el compor-

Cundall [1] y estaba enfocado a la resolucién de problemas de tamiento de un sistema conformado por una coleccién de parti-

geomecanica y discontinuidades en medios rocosos abordados culas dispuestas arbitrariamente. Este modelo considera las
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particulas como elementos discretos que en su conjunto con-
forman el sistema complejo de particulas. Los elementos dis-
tintos, como también se les conoce a las particulas, se despla-
zan independientemente unos de otros e interaccionan entre
si en las zonas de contacto. La disposicién de las particulas
dentro del conjunto global del sistema es aleatoria, por lo que
se pueden formar medios con diferentes tamanos de particu-
las distribuidos a lo largo del conjunto, idealizando de este
modo la naturaleza granular de los medios que usualmente se
analizan y se simulan mediante esta técnica numérica.

Para obtener una coleccion inicial de particulas se pueden
aplicar las técnicas del MED en detrimento del tiempo gene-
ral de la simulacién. Por este motivo se han venido desarro-
llando en los dltimos tiempos los llamados algoritmos de em-
paquetamiento para la generacién del medio como una fase
previa a la aplicacion del MED, teniendo como ventaja una
disminucién considerable del tiempo de simulacién. Las parti-
culas circulares o esféricas son las méds usadas en las simula-
ciones principalmente por ser geométricamente sencillas, sin
embargo, estas carecen de vértices por lo que esto las hace ca-
rentes de friccion. De acuerdo con [3], una particula formada
por circulos colisionados, puede permanecer inmévil, rodar
hacia abajo o deslizarse por un plano inclinado dependiendo
del coeficiente de rozamiento, dngulo de la pendiente o de su
forma geométrica; mientras que un circulo siempre rodara.
La caracteristica antes mencionada también es valida para
poligonos regulares, deduciendose que ciertos medios fisicos
pueden ser modelados y simulados con poligonos.

La tendencia actual de estas técnicas (MED) esta enfocada
a posibilitar el estudio del micro-mundo y la esencia micro-es-
tructural de los problemas de la mecdnica computacional em-
pleando modelos de particulas. También puede ser combinado
con otros métodos numeéricos como el Método de Elementos
Finitos (MEF) [4, 5, 6, 7] y el PFEM [8, 9, 10] como una forma
de mejorar el resultado de las simulaciones obtenidas solo con
la aplicacién del MEF. En la combinacién de estos métodos, el
MED es utilizado para la modelacién de las discontinuidades
presentes en partes del sistema a simular.

2. ANTECEDENTES Y ESTADO DEL ARTE

El Método de Elementos Discretos simula el comportamiento
mecanico de un medio formado por un conjunto de particulas,
las cuales interactian entre si a través de las leyes de New-
ton y de leyes constitutivas en los contactos entre particulas.
La posicién de estas dentro del sistema es aleatoria pudiendo
obtener particulas de geometria, forma y tamafio diversos,
disponiendo de control del tipo de distribucion estadistica que
siguen y de la fraccion de volumen que debe tener el medio, lo
cual permite modelar y simular la naturaleza granular de los
medios que usualmente se analizan con esta técnica. En este
método a nivel de cada particula se hace uso de la mecanica
del cuerpo rigido y los elementos discretos se consideran ele-
mentos rigidos en si. E1 modelo constitutivo o de comporta-
miento del material es establecido en las zonas de contactos
entre particulas y queda caracterizado por varios elementos
mecdnicos tales como: muelles, pistones y elementos de fric-
cion, ete.

En la aplicacién del MED es necesario tener un empaque-
tamiento o generacién inicial de particulas (elementos discre-
tos o distintos) antes de comenzar la simulacion. Este empa-
quetamiento inicial puede lograrse a través de las propias
técnicas de simulacién del MED, aunque de esta manera el
tiempo requerido para realizar esta tarea puede ser conside-
rable. De ahi surge la necesidad de crear los llamados algorit-
mos de empaquetamiento o de generacién del medio, los cua-

les no hacen més que colocar un conjunto de particulas alea-
torias en el interior de un dominio de manera que no se sola-
pen y estén lo mas cercanamente posible entre si. General-
mente, los algoritmos de empaquetamiento se pueden
clasificar en dos categorias: técnicas dindmicas o de reordena-
miento colectivo y técnicas constructivas. En el enfoque dina-
mico [11, 12, 13], las particulas a menudo cambian su posicién
o tamaro durante el proceso de empaquetado, lo cual lo hace
usualmente muy costoso computacionalmente dedibo a la ac-
tualizacion de los parametros de cada particula en cada paso
del proceso. En cuanto a las técnicas constructivas, la posicién
final de cada particula no cambia durante todo el proceso de
empaquetado. Dentro de los algoritmos constructivos se en-
cuentran los de avance frontal [14, 15], los cuales construyen
dindmicamente un frente, al cual se le van agregando nuevas
particulas a medida que se generan. Dicho frente se actualiza
de forma dindmica, permitiendo en todo momento tener que
considerar solamente una pequena parte del total de particu-
las. El propdsito principal de Owen [16] es extender la misma
metodologia del avance frontal propuesta en [14], para otros
tipos de objetos discretos incluyendo particulas elipticas y po-
ligonos convexos, asi como esferas con diferentes tamarios. En
[17] se desarrolla una técnica de avance frontal para el lle-
nado del espacio con objetos arbitrarios. La entrada necesaria
consiste en la especificacién de la distancia media puntual en
el espacio y una triangulacién inicial de la superficie. En esta
formulacién cada objeto es quitado del frente activo uno a uno
y, si es posible, rodeado por nuevos objetos admisibles. Esta
operacién es repetida hasta que no queden objetos activos. En
[18] se revisan las representaciones actuales de particulas ta-
les como poligonos, poliedros y supercuddricas; asi como sus
algoritmos asociados de deteccién de contactos en dos y tres
dimensiones.

El empaquetamiento de particulas circulares o esféricas
resulta relativamente sencillo debido a la simplicidad geomé-
trica de estas. Otra ventaja de este tipo de particula es la de-
teccion de contactos, la cual se reduce al contacto circulo-cir-
culo o esfera/esfera. Sin embargo, los circulos y esferas
carecen completamente de dngulos, por lo cual no pueden pro-
porcionar resistencia al movimiento rotatorio. Aunque los po-
ligonos son una de las entidades geométricas mas simples, su
aplicacién a simulaciones con elementos discretos en proble-
mas de ingenieria es muy limitado [19, 20, 21]. Esto es de-
bido, al menos parcialmente, a la falta de un algoritmo simple
y robusto que modele el contacto vértice/vértice entre dos ob-
jetos poligonales. Los poligonos convexos son usados en [22]
para la aproximacion de supercuadricas, donde se presenta
un algoritmo para la determinacién de contactos entre estas
ultimas en 2D. En la literatura précticamente no existen re-
sultados reportados sobre la generacién de poligonos conve-
xo0s, por lo que se carece de datos para realizar comparaciones
en cuanto a velocidad y fraccién de volumen de un algoritmo
de empaquetamiento; asi como de resultados estadisticos en
el andlisis de la estructura de los empaquetamientos.

3. DESCRIPCION DEL ALGORITMO

El algoritmo propuesto en este trabajo tiene la particularidad
de que con él se pueden generar empaquetamientos para par-
ticulas de diversas formas geométricas [23, 24]. Si se escribe
el algortimo de forma resumida, este quedaria de la siguiente
manera:

1. Generar la particula a ser empaquetada.

2. Seleccionar un frente activo y determinar la posicién en la
cual la particula estd en contacto justamente con dos en el
frente.
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Algoritmo 1 Algoritmo general de empaquetamiento de particulas.

Entrada: ListaParticulas L = @, ListaParticulas C,,, = @
L = inicializar() /* generacioén particulas iniciales */;
Cor=1;
while C.,.# @; do
parametros param = parametros-nueva-particula();
particula pivote = seleccion-particula-pivote(Cey);
ListaParticulas vecinas = seleccion-particulas-vecinas();
particula p = generar-nueva-particula(param, pivote, vecinas);
if posicion-final(p) then

Cot « Con U {P};

L - LU )
else
| Con = Con—{pk

end

end

Salida : L

3. Verificar si la nueva particula en esta posicién se inter-
cepta con alguna de sus vecinas. Si no ocurre interseccion,
aceptar esta particula y regresar al paso 1 para la pré-
xima; en caso contrario rechazar la posicién y repetir el
paso 2 para otro frente activo.

De manera mas detallada, este queda descrito mediante el
pseudocddigo presentado en el Algoritmo 1. La salida es el
conjunto L, donde se almacena el conjunto de todas las parti-
culas obtenidas. En C,,, se van almacenando las particulas
que todavia tienen un espacio vacio adyacente, donde ain es
posible colocar otra particula mas. Para realizar bisqueda de
vecinos, es utilizado en la presente investigacién solamente la
divisién en celdas para el algoritmo NBS formulado en [25].

Este algoritmo utiliza varios criterios para seleccionar la par-
ticula pivote y las particulas vecinas a la pivote tales como selec-

cién a lo ancho, seleccién en profundidad, seleccién aleatoria asi
como el uso de un procedimiento heuristico para determinar la
factibilidad de generar una particula o no. Todos estos criterios
serdn analizados més adelante en la seccién 4.1. La formulacién
propuesta en esta seccién es similar a la presentada en [16], con
algunas adiciones que consisten principalmente en la forma de
seleccionar las particulas pivotes y las vecinas a esta.

3.1. EMPAQUETAMIENTO DE PARTICULAS POLIGONALES
CONVEXAS

El problema consiste en colocar, dentro de un dominio dado,

particulas poligonales convexas de forma y posicién aleatoria

de manera que estas no se solapen y estén lo mds cercana-

mente posible entre si (Figura 1).

3.2. INTERSECCION ENTRE POLIGONOS CONVEXOS

La interseccién entre poligonos se resume a intersectar dos
segmentos en el plano, en este caso, cada uno de los lados de
un poligono con cada uno de los lados del otro poligono.

Sean (p, p2) ¥ (p3, ps) lados de los poligonos P; y P, respec-

o -10
tivamente y B = H 0 H una matriz de rotacién de 90°. Se

calculan las normales para cada lado n; = B (p; — p;) yns =B
(D4 —p3). Si:
sg (m*(p3—p1)) sg (s (ps—p1)) < 0 (1)

sg (ng* (o1 — p3)) sg (ng* (pa—p3)) < 0 )

entonces los lados se interceptan, donde sg (x) es la funcién
signo y se define de la manera siguiente:

01 x<0
sglo)=00 x=0 3)
1 x>0

Este método tiene la desventaja de que se puede dar el
caso de que un poligono esté contenido completamente dentro
de otro, no detectdndose el contacto entre ellos, por lo que
ademas se verifica de ningdn vértice de un poligono esté con-
tenido dentro del otro poligono.

FIGURA 1. Empaquetamiento
de poligonos convexos.
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Algoritmo 2 Generacién de una nueva particula poligonal

Entrada: poligono P;; P,

poligono P; = generarnuevo-poligono|);
vertice v; = posicionfactible(P;; Py);
vertice v, = posicionfactible(P,; Py);
poligono P, = deslizar(P;, P, vi);
poligono Py, = deslizar(Ps, Py, vy);
punto p = posicionfinal(Piext, Paext);

colocar-nuevo-poligono(Ps; p)

3.3. CONSTRUCCION DE UN POLIGONO CONVEXO EN
CONTACTO CON OTROS DOS

Sean P; i = 1; 3, tres poligonos convexos con centros’
C; i = T, 3 respectivamente (se puede suponer, sin que esta
formulacion pierda validez, que Cs es el origen de coordena-
das). Considérese el problema de trasladar P; de manera que
esté en contacto con P; y P, sin cortarlos. El Algoritmo 2 pre-
senta un pseudocddigo de la implementacion computacional
dada a este problema.

Para la generacion del nuevo poligono es necesario obtener
varios pardmetros como la cantidad de lados, el angulo de ro-
tacion con respecto a los ejes coordenados y el valor de la dis-
tancia entre el centro y los vértices del poligono; todos estos
son obtenidos utilizando el Método de Monte Carlo [26] ase-
gurando la aleatoriedad de las configuraciones obtenidas.
Otra de las ventajas de utilizar este método es la posibilidad
de emplear varias distribuciones estadisticas en la generacién
de los pardmetros. En el presente trabajo fueron utilizadas
las distribuciones Uniforme, Normal y Exponencial.

La idea de la solucién es hallar los poligonos descritos por
C; al “deslizar” Psalrededor de P; y de P,; y luego hallar la in-
terseccién de dichos poligonos. Sean P y Pocy estos poligo-
nos respectivamente. Para deslizar P; alrededor de P;, se co-
mienza a partir de una posicion en la cual coincida un vértice
de P; con uno de P, sin que los poligonos P; y Pj se intercep-
ten. A esta posicién se le denominard posicién factible. En la
Figura 2 se muestra una posicién factible y otra no factible.

1 Se considerard que el centro de un poligono es la media aritmética
de sus vértices.

Para hallar una posicién factible inicial se procede de la si-
guiente manera: se considera que el par (u; v)) es factible,
donde u; es el i-ésimo vértice P de y v; el j-ésimo vértice de P;,
si se cumplen las 4 condiciones siguientes:

1. El punto (vj,; — vyesta fuera de la regién formada por los
vectores (u;_; — ;) y (V41 — W;).

2. El punto (vi4 — vj)estd fuera de la regién formada por los
vectores (u;_; — u;) y (Vi1 — ;).

3. El punto (u,_; — u;) esta fuera de la region formada por los
vectores (vj1 — ;) ¥ (V1 — V).

4. El punto (u;,; — u;) esté fuera de la regién formada por los
vectores (v;1 —v;) y (vj,1 — v)), teniéndose que

un punto p = (py; po) esté fuera de la regién R (Figura 3) for-

mada por los vectores a = (ay; ay) y b = (by; by), si y solo si:

sg (aby —ayby) sg (yps — bep)< 0 (4)

sg (aypy —a1py) sg (azhy — a;bp) < 0 ®)
donde sg (x) se define en la ecuacién 3.

Ya encontrada la posicion factible inicial, a partir de esta
se desliza P; alrededor de P;, para llegar a otra posicién facti-
ble. Las unicas dos posibilidades para esto son:

1. Elvértice v; se desliza sobre el lado u;, u;,; (Figura 4 (a)).

2. Ellado v;, v;,; se desliza sobre el vértice u; (Figura 4 (b)).

" p

FIGURA 3. Regién R formada por los vectores a'y b.

FIGURA 2. A) Posicién factible
(u;, v)); B) Posicién no factible

b) (ui, V).
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FIGURA 4. Posibilidades de
desplazamiento de P;
alrededor de P;.

(a) Posibilidad 1

(b) Posibilidad 2

Si se realiza el deslizamiento de P; alrededor de P; a través

de la posibilidad 1, se considera que el segmento Cs + (u; — v)) ;

Cs + (4;,1 — vy) es un lado del poligono P;y e i = (i mod n,), donde
n; es el nimero de vértices de Py; si se realiza el deslizamiento a
través de la posibilidad 2, se considera que el segmento Cs + (i;
-v;); Cs + (u; — v,1) es un lado del poligono P y j = (j mod ny),
donde 73 es el namero de vértices de Ps, todo esto hasta llegar a
una posicién factible ya analizada anteriormente (Figura 5).

Las alternativas 1 y 2 se consideran mutuamente exclu-
yentes, cumpliéndose la primera si y solo si los puntos v; + (u;
— ;) ¥ u;; estdn a ambos lados de la recta que define el seg-
mento u; u;,;. Se tiene que dos puntos p3 y ps estan a distin-
tos lados de una recta si y solo si:

b -1
((p3 = p1)* n)((ps = p1)* W< O,n= H 0 @pz-pl) (6)

donde 7 es un vector normal a la recta definida por el segmento
p1; P2y la operacion e define el producto escalar de vectores.

~ Para obtener el poligono Py, se procede de forma andloga.
Después de esto se hallan los puntos ¢;; 1 = 1; 2 de interseccién

FIGURA 5. Poligono Pj., obtenido al deslizar P; alrededor de P;.

entre Pie ¥ Poey. El procedimiento a partir de aqui es muy
simple: a cada punto de P; se le suma el vector ¢1 Cs y se com-
prueba que el poligono obtenido como resultado de esta trasla-
cién no esté en contacto con ningin otro poligono del empaque-
tamiento; en caso de haber contacto, se realiza la misma
operacion con el punto c,. Por lo general, con uno de estos dos
puntos se encuentra una posicion en la cual el nuevo poligono
puede ser colocado; sin embargo, en ocasiones esto no sucede
asi. En caso de ocurrir esto dltimo, no es posible colocar el poli-
gono y se pasa entonces a un nuevo paso del Algoritmo 1.

En todos los empaquetamientos de particulas poligonales
convexas obtenidos en el presente trabajo, la cantidad de lados
de los poligonos varia entre 3 y 7 lados, sin embargo, el algo-
ritmo permite la facilidad de obtener empaquetamientos con
poligonos de n lados sin alterar la formulacién propuesta.

4, EVALUACI()[\I DE LOS EMPAQUETAMIENTOS
Y DESEMPENO COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO

Con la combinacién de estos criterios se obtienen variantes del
algoritmo, las cuales permiten la obtencién de varias configura-
ciones en los empaquetamientos dando la posibilidad de utilizar
uno u otro indistintamente dependiendo del problema a resolver.

4.1, CRITERIOS DE SELECCION DE LA PARTICULA PIVOTE
Y SUS VECINAS

Los criterios de seleccién de la particula pivote son:

¢ Seleccién a lo ancho (Ancho): Las particulas pivotes se to-
man en el mismo orden en que fueron adicionadas a la
lista de particulas pivotes.

¢ Seleccién a lo ancho con informacién adicional (Ancho-
Heuristica): Este criterio sigue el mismo principio que el
anterior, solo que este utiliza un procedimiento heuristico
para decidir la factibilidad del pivote seleccionado.

¢ Seleccién aleatoria con informacién adicional (Aleatorio-
Heuristica): Este criterio se basa en seleccionar la parti-
cula pivote a partir de una posicién aleatoria en la lista
de particulas pivote, ademds de utilizar el mismo proce-
dimiento heuristico mencionado en el criterio anterior.

A este procedimiento heuristico se le ha llamado “heuris-
tica de disponibilidad”, el cual calcula la direccién en la que se
encuentra un espacio vacio adyacente a la particula pivote y
comprueba si la nueva particula a generar, no corta a ninguno
de los vecinos de esta (Figura 6).

Ingenieria Civil 162/2011

103




OBTENCION DE CONJUNTOS INICIALES DE POLIGONOS CONVEXOS COMO FASE PREVIA A LA APLICACION DEL METODO DE ELEMENTOS DISCRETOS

r’L

o F-\-\'-\-\_
-_f —
I \
J——ci._.__ /\I'l.
Cpiv | 4
[ ¢ /
\\ i
“ ,_-—'I

_——

nueva parficula

FIGURA 6. Hueristica de disponibilidad.

El centro ¢ de la nueva particula esta dado por la ecua-
cién:
c = Cpiv+(rpiv +r)d (7)

donde la direccién d se calcula mediante la férmula:

- Zf:1 (cpiv - ci)
I3 (o =<l

El criterio de seleccion de particulas vecinas a la parti-
cula pivote utilizado el mismo principio que la seleccién a
lo ancho en la eleccién de la particula pivote, solo que en
este caso se toman las particulas de la lista de vecinas a la
particula pivote. Dicha lista se obtiene realizando una con-
sulta espacial utilizando el algoritmo NBS [25]. Las va-
riantes utilizadas en el presente trabajo se muestran en el
Tabla 1.

8

Seleccion particula Seleccion particulas
pivote vecinas
Variante 1 Ancho Ancho
Variante 2 Ancho-Heuristica Ancho
Variante 3 Aleatorio-Heuristica Ancho

TABLA 1. Variantes del algoritmo.

4.2. VELOCIDAD MEDIA DE GENERACION, FRACCION
DE VOLUMEN Y DESEMPENO COMPUTACIONAL

Se obtienen 30 generaciones para cada variante por cada dis-
tribucién estadistica en un dominio de forma cuadrada de 600
unidades de arista. Para cada una de estas, se obtienen los va-
lores de las medias aritméticas de la velocidad media y frac-
cién de volumen, obteniéndose los resultados presentados en
la Figura 7. También son calculados los valores de la desvia-
cién estdndar como medida de dispersion, teniéndose que to-
dos los valores de fraccién de volumen se encuentran a una
distancia de +3 - 10~ de la media aritmética.

Se puede observar que los valores de velocidad media y frac-
cion de volumen varian de una variante a otra y de una distri-
bucién a otra. Las variantes de mejores rendimientos en cuanto
a la fraccién de volumen fueron Ancho/Ancho y Ancho-Heuris-
tica/Ancho, ambas utilizando la distribucién Normal para gene-
rar los valores del pardmetro de distancia entre el centro y los
vértices del poligono. El mejor rendimiento en cuanto a veloci-
dad media de generacién fue obtenido con el uso de la variante
Ancho-Heuristica/Ancho, utilizando la distribucién Uniforme.
Como se puede ver, no existe coincidencia entre las mejores va-
riantes para cada criterio; esto permite escoger entre ellas la
que mejor se adecue a las necesidades del problema a resolver.

Para comprobar el desempefio computacional del algo-
ritmo propuesto, se obtienen nuevas generaciones para cada
variante por distribucién estadistica, esta vez utilizando un
dominio de forma cuadrada de 3000 unidades de arista. Las
pruebas fueron realizadas en una PC Antec con un procesa-

0.660
0.655
0.650
0.645
0.640
0.635
0.630
0.625
0.620
0.615
0.610
0.605

fraccion de volumen

® Ancho/Ancho
Ancho-Heuristica/Ancho

FIGURA 7A. Fraccion # Aleatorio-Heuristica/Ancho

del volumen.

Exponencial Normal Uniforme
0.6458 0.6544 0.6454
0.6459 0.6544 0.6368
0.6255 0.6238 0.6253
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1.800
1.750
z 1.700
E: 1.650
o 1.600
3 1.550
E 1.500
g 1.450
s 1.400
1.350
1.300
Exponencial Normal Uniforme
B Ancho/Ancho 1.518 1.523 1.595
Ancho-Heuristica/Ancho 1.530 1.517 1.766
B Aleatorio-Heuristica/Ancho 1.472 1.493 1.654
FIGURA 7B. Velocidad media.
Variante 1 Variante 2 Variante 3
Distribucién cant. part. tiempo (s) cant. part. tiempo (s) cant. part. tiempo (s)
Exponencial 1.310.784 763 1.213.009 1.068 1.190.690 806
TABLA 2. Tiempo Normal 1.289.241 1.134 1.207.271 694 1.184.822 813
conputacional de las Uniforme | 1.285.255 1.462 1.189.032 1.386 1.167.290 784

dor Intel(R) Core(TM)2 Quad a 2.83GHz. La Tabla 2 muestra
el tiempo computacional necesitado para obtener los empa-
quetamientos, donde el tamaro de los poligonos varia, es-
tando sus radios en el intervalo [1,2].”

5. CARACTERIZACION ESTADISTICA DE LOS
EMPAQUETAMIENTOS

Con el fin de caracterizar estadisticamente los empaqueta-
mientos de poligones convexos obtenidos, se pueden utilizar va-
rios estadisticos. En las ciencias de los materiales, una caracte-
ristica muy importante de los empaquetamientos de particulas
son los contactos entre estas. Estos determinan la conectividad
topoldgica del sistema de particulas o la transferencia de fuer-
zas en los sistemas mecdnicos compuestos por particulas. Otras
caracteristicas importantes de la estructura de empaqueta-
mientos son la aleatoriedad, la homegeneidad y la isotropia
tanto en un nivel micro como macro.

5.1. NUMERO DE COORDINACION

La distribucién del nimero de contactos o nimero de coordi-
nacion, representa el nimero promedio de contactos por par-
ticula. Este puede escribirse como:

N

p

9

donde N; es el numero de contactos por cada particula, en el
presente caso poligonos convexos, y N, es el niimero total de

poligonos en el empaquetamiento. El valor del nimero de co-
ordinacién para todos los empaquetamientos obtenidos esta
alrededor de ¢ = 4.

5.2. EVALUACION DE LA ESTRUCTURA DE LOS
EMPAQUETAMIENTOS

En la literatura précticamente no se reportan técnicas para el
andlisis de la estructura de empaquetamientos de particulas
poligonales convexas. En el trabajo [27] se presentan técnicas
estadisticas que permiten evaluar la estructura de empaque-
tamientos de particulas. Sin embargo, a pesar de que estas
técnicas estan dirigidas a evaluar empaquetamientos de esfe-
ras, los conceptos de aleatoriedad, homogeneidad, isotropia
micro e isotropia macro, son independientes del tipo de parti-
cula, permitiendo extender estos conceptos. Para ello solo es
necesario definir la densidad de drea (longitud) de un plano
(linea) cortante.

En el caso de poligonos convexos, es necesario definir la
densidad de linea. En la Figura 8 se muestra una vista de un
empaquetamiento de particulas poligonales convexas dentro
de una geometria cuadrada y una linea cortante. La densidad
del empaquetamiento ¢ se define como:

1Y 2m
> n;;sen—

= (10)
27 5

14

n;

donde N es el numero total de poligonos, n; es la cantidad de
lados del poligono, r; es la distancia entre el centro geométrico
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FIGURA 8. Empaquetamiento
de poligonos en un dominio
cuadrado.

poligono y cada uno de sus vértices y L es el lado del cuadrado
que define la geometria. Si el empaquetamiento es cortado
por m lineas paralelas igualmente separadas, la densidad de
linea de la j-ésima recta se define como:

1%
=231 (11)
¢a,j Lkgl k

donde n; es la cantidad de poligonos que intercepta la j-
ésima recta y [, es la longitud del segmento determinado por
los puntos de interseccién entre la j-ésima recta y el k-ésimo
poligono. La media de las densidades de linea se define
como:

1 m
<¢a> = Z Da,j
m =z

Si la cantidad de lineas m tiende a infinito, el valor <g,>
tiende al valor de la densidad global del empaquetamiento
[27].

El concepto de aleatoriedad utilizado se basa en la verifica-
cién de la correlacién entre observaciones de una serie de

tiempo. En esta ultima, el coeficiente de autocorrelacién C,
definido como [28]:

o, - 26, -(8)(8 - (6)
' 57(6,-(6)

donde <B> es la media de las observaciones. Si el muestro
temporal es completamente aleatorio y el niimero de observa-
ciones m es suficientemente grande, entonces para todos los
valores distintos de cero de &, C, se aproxima a cero. Por con-

(12)

siguiente, los valores de C;, deben estar en el intervalo ii

Nm
para todo 1 <k <m/4, En el presente caso del analisis de alea-
toriedad de un empaquetamiento, se tiene que en la Ecuacién
12 reemplaza <6> por <g,> y <8> por <g,>. Si las particulas
fueron empaquetadas aleatoriamente, C, debe pertenecer al

intervalo tl .
vm
El concepto de homogeneidad plantea que un empaqueta-
miento es homogéneo si las posiciones de las particulas en la

Isotropia
Aleatoriedad Homogeneidad
Nivel micro Nivel macro
Ancho/Ancho Si Si No Si
Ancho-Heuristica/Ancho Si Si No Si
TABLA 3. Resultados al aplicar - . - ) )
las técnicas estadisticas. Aleatorio-Heuristica/Ancho Si Si No Si
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geometria obedecen una distribucién uniforme. Se plantea que
si las proyecciones en cualquiera de los ejes, de las lineas cen-
tro-centro entre las particulas en contacto obedece una distri-
bucién uniforme, entonces el empaquetamiento se considera
is6tropo a nivel micro. Por otra parte, se considera que el em-
paquetamiento es isétropo a nivel macro si las varianzas de
las densidads de linea en cualquiera de los ejes son iguales.
Los resultados obtenidos al aplicar las técnicas estadisticas se
muestran en la Tabla 3. Estos vienen dados por los valores
(Si/No) que indican solamente si el empaquetamiento cumple
con el test o no. Como se puede ver, todas las variantes cum-
plen con los tests de aleatoriedad, homogeneidad e isotropia a
nivel macro y no con el test de isotropia a nivel micro.

6. CONCLUSIONES

Se han propuesto formulaciones matematicas y algoritmos
computacionales que permiten empaquetar poligonos conve-
xos dentro de un dominio bidimensional. Se han obtenido em-
paquetamientos aleatorios de poligonos convexos utilizando
los criterios propuestos de seleccién de la particula pivote y de
las particulas vecinas a la pivote. Los empaquetamientos pre-
sentan buenos valores tanto de densidad como de velocidad
de generacién y cumplen con los tests de aleatoriedad, homo-
geneidad e isotropia a nivel macro, no asi con el test de isotro-
pia a nivel micro.
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