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Flexión unidimensional
Unidimensional Bending
Vitto Baracco Dávila1*

Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo desarrollar la teoría de la flexión de un elemento unidimensional basándose en una descripción 
detallada de los desplazamientos, que permita cumplir con las ecuaciones de equilibrio interno.

Palabras clave: deformación, flexión, vigas, corte, tensiones en vigas.

Abstract

The present work aims to develop the flexural theory of a one-dimensional element based on a detailed description of the displacements, 
which allows to comply with the internal equilibrium equations.

Keywords: deformation, bending, beams, shear, stresses in beams.

1. INTRODUCCIÓN

El entendimiento de las deformaciones ocasionadas 
por la flexión nos permite describir el estado de esfuerzos 
de un elemento, logrando predicciones sobre su compor-
tamiento y resistencia, con lo cual nos permite proyectar 
elementos estructurales que cumplan con nuestras necesi-
dades. Por ello, la teoría de flexión, junto con un vasto con-
junto de conocimientos, nos permite diseñar y construir 
elementos importantísimos, que han moldeado las civiliza-
ciones modernas. Con el paso del tiempo, las edificaciones 
cada vez han tenido mayor relevancia en nuestro desarro-
llo, llevando con ello al desafío constante de las teorías en 
las cuales se soporta el diseño de las mismas. Por ello, es fá-
cil notar que bajo cierto rango determinado por la relación 
entre el peralte y la longitud del elemento, la teoría de fle-
xión no logra describir o incluir en un mismo marco teóri-
co los fenómenos observados como el caso de vigas pared 
o cables. Para poder dar solución a estos elementos, los in-
genieros hacen uso de formulaciones empíricas, de manera 
que permitan obtener un margen de seguridad de los ele-
mentos para los cuales la teoría de flexión no permite ob-
tener un estado de esfuerzos. Por ello, es importante seguir 
indagando sobre el verdadero comportamiento de la fle-
xión, a fin de mejorar la predictibilidad de los fenómenos 
que suceden bajo este tipo de solicitud.

2. RESEÑA HISTÓRICA

A lo largo de la historia, el fenómeno de la flexión ha sido 
estudiado por muchos pensadores. Muestra de ellos es que 
el en siglo XV Leonardo di ser Piero da Vinci (1452-1519) 
realizó las primeras observaciones sobre la deformación que 
conlleva una cara cuando de ella se cuelgan pesos a distintas 

distancias de sus apoyos. Con el advenimiento del cálculo 
descubierto por Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646-1716) y posteriormente sintetizado y 
completado por Georg Friedrich Bernhard Reimann (1826-
1866) las observaciones y entendimiento sobre este efecto 
pudieron ampliarse notablemente. No obstante, en el siglo 
XVIII Leonhardt Paul Euler (1707-1783) y Daniel Bernou-
lli (1700-1782) desarrollaron en conjunto lo que podemos 
considerar como los fundamentos de la teoría de la flexión. 
Sin embargo, es Claude-Louis Henri Navier (1785-1836) el 
que logra sintetizar en un mismo marco teórico las obser-
vaciones y conocimientos sobre este fenómeno resultando 
en lo que conocemos actualmente como teoría de flexión o 
la teoría Euler-Bernoulli-Navier. En 1921 Stephen Timos-
henko (1878-1972) propone agregar a la teoría de flexión los 
efectos debidos a las tensiones cortantes, siendo ello una pri-
mera observación sobre los postulados de la teoría. En 1981, 
Levinson propone que el desplazamiento sobre el eje longi-
tudinal del elemento no es constante a lo largo del peralte 
del elemento. El desplazamiento propuesto por Levinson se 
muestra a continuación: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �
(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

δz = wz

Siendo φxz un ángulo adicional debido a la acción de las 
tensiones cortantes propuesto por Timoshenko. En 1984, 
Reddy y posteriormente Shi-Voyiadjis en 2007, desarrollan 
planteamientos similares a Levinson, utilizando aproxima-
ciones polinómicas, funciones trigonométricas e hiperbó-
licas, con el objetivo de refinar las aproximaciones del corte 
que sufre el elemento.

3. TEORÍA DE LA ELASTICIDAD

La teoría de la elasticidad es la rama de la mecánica de 
sólidos deformables que describe como un sólido se mueve 

*  Mail: vittobaracco@gmail.com
1  Bachiller en Ingeniería Civil. Universidad Ricardo Palma, Lima (Perú).
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y deforma como respuesta de fuerzas externas, consideran-
do que las deformaciones son termodinámicamente rever-
sibles. Esta teoría se basa en tres postulados, los cuales nos 
permiten relacionar los desplazamientos que sufre el ele-
mento con los esfuerzos y las características mecánicas del 
cuerpo. 

3.1. Deformaciones

Definamos la deformación como el cambio infinitesi-
mal de desplazamientos pequeños con relación a las di-
mensiones del mismo. Por ello, las deformaciones que 
sufre un elemento debido a desplazamientos externos pue-
den ser escritos de la siguiente forma:𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −

4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  
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𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 
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4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �
(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

(1.1c)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �
(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

(1.1f)

Siendo δx , δy , δz los desplazamiento del elemento en los 
ejes x, y, z, respectivamente.

3.2. Ecuaciones constitutivas de Lamé-Hooke

Robert Hooke (1635-1703) y de Gabriel Lamé (1795-
1870), mediante sus trabajos sobre elasticidad, relacio-
naron las deformaciones con los esfuerzos de elementos 
homogéneos isotrópicos (mismas características mecáni-
cas en todas sus direcciones) mediante las siguientes ecua-
ciones:

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �
(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

(1.2a)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

(1.2f)

O expresado a través de las deformaciones:

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �
(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �
(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
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(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �
(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

(1.3c)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

− 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

− 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

(1.3d)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

− 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

− 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

(1.3e)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

− 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

− 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

− 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�� 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) �(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

(1.3f)

3.3. Ecuaciones de Equilibrio Interno

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) desarrolla la teo-
ría de equilibrio infinitesimal, la cual indica que los es-
fuerzos de un elemento se encuentran en un estado de 
equilibrio cuando las deformaciones que sufre el elemento 
son constantes en el tiempo, las cuales se relacionan me-
diante las siguientes ecuaciones:

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
4𝑧𝑧𝑧𝑧3

3ℎ2 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
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𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
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𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸
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𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 (1.4b)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

= 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.4c)

En donde bx , by y bz representan fuerzas ocasionadas por 
campos externos. Así el problema de hallar las deforma-
ciones de un elemento isotrópico, sometido a desplaza-
mientos pequeños, implica el cumplimiento de las seis 
ecuaciones indicadas en (1.1), las seis indicadas en (1.3) y 
las tres consideradas en (1.4). Si incluimos las ecuaciones 
(1.1) en (1.3) considerando 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

 obtenemos las 
siguientes relaciones:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.5a)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.5b)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.5c)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

= 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.5d)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.5e)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.5f)

Si incluimos las ecuaciones (1.5) en (1.4), obtenemos 
lo siguiente:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.6a)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.6b)
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

�� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+ 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

= 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

= 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.6c)

Las ecuaciones (1.6) nos muestran las relaciones que de-
ben de existir entre los desplazamientos. Sin embargo, las 
ecuaciones (1.6) no son sencillas de resolver debido a que no 
conocemos a priori cuales son los desplazamientos que sufre 
el elemento ante la presencia de una carga. Para simplificar el 
problema, consideremos que el término común de las ecua-
ciones (1.6) es nulo, que equivale a indicar que:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

= 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

 (1.7)

O expresado a través de las deformaciones descritas en 
las ecuaciones (1.1a), (1.1b) y (1.c):

ϵxx + ϵyy + ϵzz = 0 (1.8)

Si consideramos la ecuación (1.8), las ecuaciones (1.6) 
se simplifican en:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.9a)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.9b)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.9c)

Las ecuaciones (1.9) nos dicen que los desplazamientos 
son funciones de las segundas derivadas con respecto a los 
ejes ortogonales y de la fuerza perpendicular ocasionada por 
un campo externo. Consideremos que sobre el elemento ac-
túa únicamente fuerzas en la dirección z, expresando esto 
como bx = by = 0  y..., con lo cual las ecuaciones (1.9) se re-
ducen a: 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

(1.10a)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � + 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 = 0 (1.10b)

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾
 

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

(1.10c)

La ecuación (1.10a) y la ecuación (1.10b) se puede en-
tender como una condición de curvatura nula sobre el 
plano yz y xz, respectivamente, ante la aplicación de un 
desplazamiento perpendicular a dichos planos. Sin embar-
go la ecuación (1.10c) nos indica que la curvatura sobre el 
plano xy puede no ser constante y a su vez depende de las 
características mecánicas del objeto. 

4. OBSERVACIÓN A LA TEORÍA DE FLEXIÓN CLÁSICA

La teoría de flexión utiliza tres hipótesis simplificado-
ras. La primera de ellas indica que posterior a la deforma-
ción, las secciones transversales normales al eje del elemento 

permanecen planas y ortogonales a dicho eje. La segunda hi-
pótesis indica que los desplazamientos son pequeñas en com-
paración con las dimensiones del elemento. Por último, la 
tercera hipótesis indica que las características mecánicas del 
elemento son contantes e independiente de la posición y di-
rección por la cual se midan. 

La segunda y tercera hipótesis, corresponden a las sim-
plificaciones propias que se realiza para la descripción de las 
deformaciones. Sin embargo la primera hipótesis, corres-
ponde a una simplificación del problema, el cual nos per-
mite aproximar los desplazamientos según la teoría clásica 
de flexión. 

Ante la aplicación de una carga perpendicular al ele-
mento, este sufrirá un desplazamiento debido a momentos 
y cortantes conocidos. Denominemos wz a la deformación 
central que sufre el elemento debido a estas acciones. 

Se puede observar que wz varía a lo largo del elemento, 
por lo cual, el ángulo del elemento deformado no es cons-
tante. Dado que la teoría de elasticidad utilizada refiere que 
wz es pequeño con relación a L, podemos aproximar dicho 
ángulo como la derivada de wz con respecto a x o 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

. 

La teoría de flexión aproxima las deformaciones consi-
derando que una sección plana antes de la deformación se 
mantiene plana posterior a la deformación. Esto indica que 
la sección sufre un desplazamiento adicional perpendicu-
lar a su sección, y que el mismo se encuentra relacionado 
por el ángulo ocasionado y por la distancia del punto de 
análisis al centro del elemento (véase figura 1). Así, los des-
plazamientos que sufre el elemento se pueden aproximar a 
través de las siguientes ecuaciones:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

 (2.1a)

δy = 0 (2.1b)

δy = wz (2.1c)

Descritos los desplazamientos, la ecuación (1.1) nos 
permite hallar las deformaciones, resultando en:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

(2.2a) ϵxy = 0 (2.2d)

ϵyy = 0 (2.2b) ϵxz = 0 (2.2e)

ϵzz = 0 (2.2c) ϵyz = 0 (2.2f)

Figura 1. Aproximación de la pendiente del elemento y ubicación 
de coordenadas en el elemento deformado.
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Flexión unidimensional

Los esfuerzos que generan los desplazamientos descri-
tos en (2.1) se pueden hallar reemplazando estos términos 
de las ecuaciones (2.2) en (1.5), obteniendo lo siguiente:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

(2.3a) σxy = 0 (2.3d)

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

(2.3b) σxz = 0 (2.3e)

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

(2.3c) σyz = 0 (2.3f)

Ahora introduzcamos las ecuaciones (2.3) en (1.4):

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

 (2.4)

Dado que las relaciones materiales no pueden ser nu-
las, la ecuación (2.4) solo puede cumplirse si indicamos 
que la tercera derivada del desplazamiento perpendicular 
del elemento con respecto al eje de su generatriz es nula, o 
lo mismo que:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

 (2.5)

Los esfuerzos que sufre el elemento deben de ser capaces 
de asegurar un estado de equilibrio con relación a las fuerzas 
externas que se aplican, esto en observancia que el elemento 
se encuentra en un estado de reposo (o que el mismo no es 
dependiente del tiempo). Por ello, el momento interno gene-
rado por los esfuerzos debe de ser igual al momento externo. 
Esta igualdad queda reflejada en la siguiente relación:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

       (2.6)

En donde 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

Por definición wz se encuentra aplicado sobre el centro 
del elemento. Si consideramos que la sección del elemento 
posee un peralte h y un espesor b, la sección se encuentra 
definida entre los bordes –b⁄2 + b⁄2 en el eje "y", y  –h⁄2 
+ h⁄2 en el eje "z", conduciendo que la ecuación (2.6) sea 
una integral definida, cuya solución es la siguiente:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾
 

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

       (2.7)

Dado que My es parte de los datos iniciales del proble-
ma, es factible indicar que el desplazamiento del elemento 
se encuentra determinado por:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

       (2.8)

En donde 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

Con la ecuación (2.8), nos es factible hallar cuál es la 
tercera derivada del desplazamiento con relación a y com-
pararla con la ecuación (2.5): 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12
� 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

       (2.9)

La ecuación (2.9), nos indica que la teoría de flexión es 
válida (o bien se encuentra fundamentada en la teoría de 
elasticidad) solo para aquellos campos de fuerzas externas 

y perpendiculares aplicadas sobre el elemento, tal que ge-
neren un momento constante a lo largo de la misma. Por 
ello, la teoría de flexión necesita ser revisada ya que los des-
plazamientos planteados inicialmente permiten la solución, 
teóricamente conforme a la teoría de elasticidad, de un gru-
po muy limitado de problemas, siendo la mayoría de pro-
blemas prácticos aquellos en el cual la deformación puede 
tomar formas solo limitadas por las condiciones de apoyo.

5. DESARROLLO FLEXIÓN UNIDIMENSIONAL

Para el desarrollo de esta formulación partamos de las 
siguientes hipótesis simplificadoras:

1. La deformación volumétrica del cuerpo es nula. Esta 
hipótesis nos permite simplificar el problema elás-
tico.

2. Los desplazamientos que sufre el elemento debido a 
cargas externas son pequeños en comparación con 
las dimensiones del objeto. Esto nos permite aproxi-
mar la pendiente del elemento como la derivada del 
desplazamiento en x, asi como el uso de la definición 
de las deformaciones dadas por la teoría de la elas-
ticidad y mostradas mediante las ecuaciones (1.1).

3. El elemento está conformado por un material ho-
mogéneo isotrópico, pudiendo con ello indicar que 
las características mecánicas que muestra el objeto 
son independientes de la posición y dirección por el 
cual se midan. 

Ahora consideremos un elemento de longitud L y de 
sección h x b, el cual se encuentra sometido a un desplaza-
miento desconocido wz aplicado en el centro del elemento 
y que a su vez este elemento no sufre desplazamientos en el 
eje y (véase figura 2).

Definamos una función wz = wz (x), la cual representa 

el desplazamiento que sufre el punto medio del elemento y 
una función az = az (z) que nos permita aproximar los des-
plazamientos restantes en la sección. Con la utilización de 
estas funciones describimos los desplazamientos que gene-
ra la flexión de la siguiente manera:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

(3.1a)

δy = 0 (3.1b)

Figura 2. Ejes, medidas y desplazamiento wz. 
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𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

(3.1c)

La descripción de los desplazamientos mostrada en 
(3.1) cumple con la primera hipótesis, dado que:

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

    (3.2)

El cumplimiento de la segunda hipótesis se logra a 
través de la aplicación de las ecuaciones (1.1), lo que re-
sulta para los desplazamientos propuestos las siguientes 
relaciones: 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢)

 

𝜕𝜕𝜕𝜕 o 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
.   

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

−𝑧𝑧𝑧𝑧𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 0 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢)(1 − 2𝑢𝑢𝑢𝑢) 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = −𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐾𝐾𝐾𝐾  

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝐷𝐷𝐷𝐷(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑧
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3

12 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � = 0 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � (3.3a)

ϵyy = 0 (3.3b)
 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.3c)

γxy = 0 (3.3d)

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.3e)

γyz = 0 (3.3f)

Para cumplir la tercera hipótesis, solo bastaría con de-
finir los esfuerzos internos mediante las ecuaciones da-
das por la teoría de la elasticidad a través de las ecuaciones 
(1.3), resultando en:

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�+

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
���1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.4a)

σyy = 0 (3.4b)

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

+ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
���1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.4c)

σxy = 0 (3.4d)

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

=
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.4e)

σyz = 0 (3.4f)

Para asegurar que el elemento se encuentre en un equi-
librio estático, es necesario que los esfuerzos mostrados en 
(3.4) cumplan con la condición de equilibrio mostrada en 
(1.4). Incluimos los esfuerzos (3.4) en la ecuación de equi-
librio (1.4) con bx = by = 0:

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�−

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.5c)

La ecuación (3.5a) nos indica que, para cualquier for-
ma que adopte wz, el equilibrio en el eje x se cumple si az 
es una función de segundo orden. Por tanto, definimos la 
función az como: 

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
=

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.6)

La ecuación (3.5b) nos muestra que el equilibrio en 
el eje y queda satisfecho ante cualquier valor que puedan 
adoptar los desplazamientos. Esto es debido a que se plan-
teó el problema considerando que el desplazamiento en esa 
dirección es nulo. Sin embargo la ecuación (3.5c) nos indi-
ca que a la aplicación de un desplazamiento wz genera un 
campo opositor que asegura la estabilidad. Si considera-
mos que bz representa la variación del peso del elemento, 
el desplazamiento wz generará un reordenamiento de las 
partículas dentro del sólido, manifestándose en incremen-
tos locales de la densidad, de forma de que esta variación 
permita asegurar la estabilidad del conjunto.

Sabemos que sobre el elemento actúan fuerzas exter-
nas, las cuales ocasionan deformaciones. Estas deforma-
ciones generan, a su vez, esfuerzos internos, la sumatoria 
de los cuales debe equilibrar las fuerzas externas para ase-
gurar un estado estático. Por tanto, conociendo los esfuer-
zos mostrados en (3.5), obtenemos las fuerzas asociadas a 
estos mediante la integración sobre la sección del elemen-
to, resultando:

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
=

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.7a)

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.7b)

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�−

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�+

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.7c)

Si consideramos que sobre el elemento actúan única-
mente momentos y cortantes, considerando la relación 
conocida que existe entre ellos, obtenemos las siguientes 
igualdades:

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�−

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.8a)

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
=

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

(3.8b)

De las relaciones (3.8) notamos que tienen solución in-
dependiente de si cumple con las siguientes características:

 

𝜖𝜖𝜖𝜖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 
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𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 ��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 �� 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �−

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧3 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4 �� + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝑧𝑧𝑧𝑧𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢���1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ��𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 ���𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� = 0 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑧𝑧𝑧𝑧2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 :

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4
��

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

(3.9a)
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Flexión unidimensional
��1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

(3.9b)

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢

�𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2

+ 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

(3.9c)

Utilizando las relaciones (3.9) en una sección definida 
entre –h⁄2 a + h⁄2 en el eje z, y –b⁄2 a + b⁄2 en el eje y,  
concluimos que la función az es:

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2

+ 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� ��
𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +
1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕2 −

ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

 (3.10)

Con la función hallada, los desplazamientos propues-
tos cumplen con las hipótesis simplificadoras y a su vez con 
la teoría de la elasticidad, siendo estos los que se muestran 
a continuación:

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24
−
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4
��

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2
�𝛼 

(3.11a)

δy = 0 (3.11b)

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24
−
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24
−
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4
��

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2
�𝛼 

(3.11c)

Habiendo hallado el valor de az, el problema de la fle-
xión se soluciona si determinamos el valor wz tal que cum-
pla con las condiciones de contorno del elemento y a su vez 
que se encuentren relacionadas con el conjunto de fuerzas 
que se le aplica al elemento. Para ello, primero determina-
mos la relación existente entre wz  y las cargas externas. Co-
nociendo az, hallamos el valor del momento y cortante, el 
cual resulta en:

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2

+ 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

(3.12a)

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢

�
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢

�𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2

+ 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

(3.12b)

Siendo 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢

�
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24
−
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

Imaginemos que el elemento se encuentra simplemente 
apoyado en ambos extremos (equivalente a indicar que su 
desplazamiento δz en sus extremos es nulo, y a su vez indi-
car que los momentos en estos puntos también son nulos). 
Definamos un elemento de longitud l y aplicamos sobre él 
una carga constante q. El cortante y momento que genera 
esta carga se expresaría de la siguiente forma:

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4
��

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2
� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢

�
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� ��
𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +
1
2
�𝜕𝜕𝜕𝜕2 −

ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

(3.13a)

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4
��

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

(3.13b)

Sabemos que las fuerzas externas deben de igualarse 
con las fuerzas internas, de manera que la relación entre 
ambas puede expresarse de la siguiente forma:

V + Vxz = 0 (3.13c)

M + Mzz = 0 (3.13d)

Igualamos la expresión (3.13a) con la (3.12b) tomando 
en consideración la ecuación (3.13c), resultando:

 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��
3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
+ 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕3

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

Con lo cual, podemos hallar wz:

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��
3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
+ 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕3

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

(3.14)

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��
3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
+ 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕3

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

Sabemos a través de la ecuación (3.12a) que el momen-
to de la sección puede ser expresada a través de los despla-
zamientos de la siguiente forma:

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

         (3.15)

Si incluimos en la ecuación (3.13d) la ecuación (3.13b), 
el valor del momento de la ecuación (3.12a), habiendo sus-
tituido en esa ecuación el valor de 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

 mostrado en (3.14), 
obtenemos:

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

    (3.16)

Podemos concluir que α = 0

Desarrollando las integraciones sucesivas de la ecua-
ción (3.14) considerando α = 0 llegamos a: 

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +

1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

    (3.17)

Siendo β,ζ coeficientes de integración. La expresión 
(3.17) debe ser tal que satisfaga las condiciones de con-
torno impuestas al problema, quiere decir, que el desplaza-
miento δz en el centro del elemento sea nulo en x = 0 y x = l. 
Por tanto, si incluimos (3.17) en (3.11c) y evaluamos en es-
tos puntos, obtenemos:

��1 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 → 1 −

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 →

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 1 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 → �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 

��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = ��

3𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 + 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛾𝛾𝛾𝛾�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =
𝜕𝜕𝜕𝜕3

2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 � 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � 

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑏𝑏𝑏𝑏ℎ3

12  

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 � = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �𝜕𝜕𝜕𝜕 −

𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼� 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 � ⟶

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 = −�

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑞𝑞𝑞𝑞 �
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� −

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑞𝑞𝑞𝑞 �

1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼�𝛼 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 �
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜁𝜁𝜁𝜁� +
1
2�𝜕𝜕𝜕𝜕

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�𝛼 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 ⟶ 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �−

𝑙𝑙𝑙𝑙4

24
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙� = 0 ⟶ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24
 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕3

6 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙
4 +

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� +
1
2�𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞
2𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 � 𝑞𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

 

 (3.18a)𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 ⟶ 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� �−
𝑙𝑙𝑙𝑙4

24 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙� = 0 ⟶ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =
𝑙𝑙𝑙𝑙3

24 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕3

6
−
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙
4 +

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24
� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� ��
𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� +
1
2�𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞
2𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 � 𝑞𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

 

  (3.18b)

Usando las expresiones halladas en (3.18a) y (3.18b), wz 
se expresa de la siguiente forma:

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 ⟶ 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� �−
𝑙𝑙𝑙𝑙4

24 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙� = 0 ⟶ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =
𝑙𝑙𝑙𝑙3

24 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕3

6 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙
4 +

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� ��
𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� +
1
2�𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞
2𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 � 𝑞𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

 

 (3.19)

Si incluimos (3.19) en (3.11) obtenemos los desplaza-
mientos de un elemento simplemente apoyado en ambos 
extremos, sometido a una carga constante.

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 ⟶ 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �−

𝑙𝑙𝑙𝑙4

24
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙� = 0 ⟶ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24
 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕3

6 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙
4 +

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� +
1
2�𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞
2𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 � 𝑞𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

 

 (3.20)

δy = 0 (3.20)
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𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 ⟶ 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �−

𝑙𝑙𝑙𝑙4

24 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙� = 0 ⟶ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =
𝑙𝑙𝑙𝑙3

24 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕3

6 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙
4 +

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� +
1
2�𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞
2𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 � 𝑞𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

 

(3.20)

Obtenidos los desplazamientos, a través de las ecuacio-
nes (3.4) obtenemos los esfuerzos:

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 ⟶ 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �−

𝑙𝑙𝑙𝑙4

24 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙� = 0 ⟶ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =
𝑙𝑙𝑙𝑙3

24 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕3

6 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙
4 +

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� +
1
2�𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞
2𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 � 𝑞𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

 

(3.21a)

σyy = 0 (3.21b)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 ⟶ 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �−

𝑙𝑙𝑙𝑙4

24 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙� = 0 ⟶ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =
𝑙𝑙𝑙𝑙3

24 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕3

6 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙
4 +

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� +
1
2�𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞
2𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 � 𝑞𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

 

(3.21c)

σxy = 0 (3.21d)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 ⟶ 𝜁𝜁𝜁𝜁 = 0 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �−

𝑙𝑙𝑙𝑙4

24 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑙𝑙𝑙𝑙� = 0 ⟶ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =
𝑙𝑙𝑙𝑙3

24 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝑧𝑧𝑧𝑧𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕3

6 −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑙𝑙𝑙𝑙
4 +

𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑞
1 + 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 � ��

𝜕𝜕𝜕𝜕4

24 −
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑙𝑙𝑙𝑙
12 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙3

24� +
1
2�𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 ��
𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2�� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

2 −
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = +
𝑞𝑞𝑞𝑞
2𝐸𝐸𝐸𝐸 �𝑧𝑧𝑧𝑧

2 −
ℎ2

4 � 𝑞𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝑙𝑙𝑙𝑙
2� 

 

(3.21e)

σyz = 0 (3.21f)

6. CONCLUSIONES

1. La formulación nos permite derivar el estado de es-
fuerzos a través de los desplazamientos y no a través 
de simplificaciones como el estado de deformación 
plana o el estado de esfuerzos planos, tal y como se 
realiza en la teoría de flexión clásica.

2. La formulación expuesta cumple con las ecuaciones 
de equilibrio interno a diferencia de la teoría de fle-
xión clásica.

3. La formulación expuesta predice la aparición de un 
esfuerzo paralelo a la carga aplicada igual al esfuerzo 
perpendicular a la sección del elemento (σzz= –σxx).

4. La formulación no incluye dentro de sus hipótesis 
que las secciones planas permanecen planas des-
pués de la deformación. Esto permite, en base al 
presente trabajo (o en observación al procedimiento 
adoptado), desarrollos posteriores de la teoría para 
elementos donde se conoce experimentalmente que 
la hipótesis expuesta al principio de este párrafo no 
es válida.

5. Esta formulación nos describe un desplazamiento 
adicional δz que el estimado por la teoría de flexión 
clásica, correspondiente a la inclusión de las defor-
maciones tangenciales en el desarrollo de la teoría.

7. AGRADECIMIENTOS

A mis padres, por apoyar siempre mi curiosidad.
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