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RESUMEM. 5S¢ han estudiado jus caracterizticas mis importantes de las ondas de oriila en una playa con
pendienbe arusads empleando la formulacidn de aguas poco peofundas. Hay dos posibdes manerad de
realizar esbo, segin g se consideran conjuntaments o por separado la informacidn sobre frecuencia v lo
gmplitud de las ondas de orilla. En el segundo ease obtenemes una ecuacidn tipo Bakharoy. Sabemos que
e peuneion es o aplicneion & una onda uni-dimensional cuzsimonoepamidtion de 18 scuacidn no lineal de
Behrbndingar, En el primer caso ge obitiens und ecumesdn que reaulta mis eompecta ¥ cuve andlisis es el
tema principal de sate epmunicadn,

Aetualmente, = sshe con certeza que las ondas de orilla pueden sxcitarse mediante interaceckomes
regcnantes con trenes de ondag ineidentas v reflejacdas en una plava, La ecvscidn de Lo evolusidn de eslas
interaccinnes en lo aproximacidn de profwsdidades reducidas hace poafble gue deasribamos e adilida-
i#es modulacionales de s ondas de orilla subarmdnieas. Se leva & cabo of andlisis de establlidad de esa
eryacitn mediante e yso de fa ecnpeidn de Hill eorrespondiente,

Apareee an [n figurea 1 1a variseidn de nimers de onda relative de bmisdulacidn espacizl de las ondas
e arilla eon el pardmetro de no linealidad de las ondes incidentes. Sdlo ea posible €l crecimisnto ai los
puntos reprasentativoE se eitdan entre ks fineas continuaz, Lo resultados aetuahes muestran uns eontr-
Bugidn importante de los treminos coadrdbioos en g 2 s carpeteristeas modulaekmales.

(rhzervaciones in sitd indiean que algunas ondes estackaarias on ks ployes son ée une longitud de
ondas mucho méas elevada que fa de los ondas de orilla de mods cers, El mecanizmes de inestahilidad
modatlactennl podiein axplicar este fordmana,

ABSTRACT, The main chawacteristios of lnrge-sonld wodulation of edge waves on a aloping beach have
boery aluedited sweeng Lhee shalloie woler formadation. There are oo possibile ooy for el depending on
wkeler we constder joinbly or seporately freguesey tgormedion end aoplibode of cdpe wover fn fhe
tadter eeae e oblain o Zokhaorer Hpe's egreeticn thal we o £s S apliondieg (6 & (onsfimanocrom-
e opesdimensiee! g of the s linear Schrdndinger epoadion. fe Se fhrmer ope, © resaltieg mere
et equation i ebiained whose aoalyeiz iz He pedn sebiol watter of this paper,

At prvsent 6 ouly oo awellfowonn that edge woaces can e exeited by vesonant inberections with
foctionid svnvelvatng vefleclod on o beask, The evmlulion aprabion of Whese felevactions in fhe shalivw
weder approzinadion sealle ws (e deserthe modadelion astolilities of sabliormunie eodge wares. The
afehility anolysie of this egaation i3 ecrried oud by weing e covrasponding Hill squetin

Figure I glooacs the variotion of relefive wave aumber of edpe-wonve spobiol meodwlofion with ingi-
dent wyree nonilineceity peramefer. Geowth oily 12 peaaible 1F represeninizve poands dre ploced Iedaven
the solid Wnes Pregend rezwlis shoe an foipodtond condbribatioe of quadrotic terms oo & Io Hee rodila-
Plomad oharyroteriatios

Fiplid obsevenlions tadiente el sooee stond g eaees on bercles are ol moeek leiger waselengli
thowt e edoe arame afzeeo smade, Probobly the moadulaliieal Seetabelaly mechendam arn crplole il

1. INTRODUCCION

Yaen 1B46 Btokes O, G, desoribid unn soliuesin de
las ecuackones de les ondas de superficie en una
playa con fuerte pendients, on [0 que on contrapa-
sicidn o la de ins ondaz poomalments ineidentes,
repraseitabin B tren suyos orestas eran parpendi-
ctilares o 1o linvea de cosla v cova ainggitud era -

1% Ductor Inpeseern de Caandnos, Cannles vy Puertos Jefe def
Sector de Costrs del Centro de Estachos d2 Puerios v Oosliie
ICEDEXY.

xima oo Ie fnea e orilla, decreciendo -exponen-
viakmente en s direceidn de las aguas grefundas.
A pesar de resolver el mismo confunto de eenacko

nes ain hahis uny diferencks més con respecls @
lag ondas normalmente ineidentes y ez que se tra-
taha deun problema de sutovalorves, con ke cual, of
eapistrn de posibbes seluciones dajaba de ger conti-
o para coniverticse en discreio, De asta maners
s0ln run posibles determinados emedoss w0 = 0,
1, 2... cudo ana eon wne solucidn del petengal ¥ zu
pelacitn de dispersion. De hechs Stokes solo en-
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eontrd T, solueidn correspondiente o un mado, ¢
mode ae = 0. Hioy que esperar husta los aflas 50
di puestes siglo pare epeortre e seloesdn linoul
general de todos los mwaslog-de lnoonda de oeifla
para playes de pendionle uniferme D egto modi,
Eckart e, 1851 eneantnd [ sifuesin generil an la
aproxlmacian de aguas poeo peofundaz y Ursall en
1952 o soluciin genernl en lo lormulucidn com-
plala, ambos. para @l eago de playe de pendisnts
uniforme ¥ tessa linesl

CAunguee [t signifieacitn Psica de (o4 ondas de
ovills e conees desde mediados dé log afios 50, o8
& partir de D60, sehee tode con AL Bowen o
Ik L Toman, swanco s establene Ta vimeulicdin
eabieal eniro dsing, v distinias pertarbarioeos -
micas en s pluyns come smlns sbeaeh eunpss,
Lus aripr currentge, sereseentic barss, obe.

A medizdos de log abos 70 s peeducen los tra-
hajoy mas =ignificalivis sobee L2 axvitacidn de las
oivdas de orifle por ¢ oleaie mrmalmente incidente
i una plaga eeneretaments BT, Goga v RE.
Dawvis en 1074 y B T. Guea y A L. Bowen en 1976
estiublecan desde wn punio de vista dgureso foin-
teraesion no bmenl de un teen de ondes monoees-
miticn e Mrecuencia, © normalmente insidente y
reflejado en una playa con ung anda de orilla aata-
clonaria de frecnencin, X2 ek naando 1o apeoxd-
i da ETLEE TR |1n:|f1|||.|‘i:¢ ab#l s e pla-
s e pepdiente uniforme, Con posteriodidad se
producen importantes avanees ool estadie de
@ste problema, a=i A, A8, Mirgoni v G B, Whitham
{1877} eatadian la excitaciin de lae ondas de orilln
peor & oletje incidente sin w8z e sproximaeitn de
aguas pocn profundas, dands por tanko gerersli-
dad al tratwméento en playved de pendiente anifor-
me. En gl limite pam pequenios pendiestes de b
play esta farmulaeidn eoineide con b agrozima-
cidn de npias peo profunda:

Partiendo de |u teora de fn excifasitn subar-
mifnien se producen secesivos ovenees en ln for-
mitlaelon de los meeniizimeg de geneeacion ¥ erecl-
mignta dis leg Torms dimieas e playas o cbearh
cuspse, EBn este senbide se onentan les frabagos de
[3 A, Humtley y A. J. Bowen (1876), BT, Guen y
Al Bowen (192815 Dy Lo Inmum y BT, Guza
(1HE2) & A Levhupn (1986). En eabe Gitimo ss e=-
tudir [n excitaciin subimndnien en dayes de pen-
diente no aniforme.

E ot oorclen de rogas e 1876, G, B, Whitham
sefinhd que dus ondis de oville de amplitud finits
= siempre inestables o Las modutaciopes de oran
esrali. Posteriormente en 1983 T, K. Alylaz estu-
dif la evolcidn tanie espacial eomno temporzl de
a5 modulaciones do les ondag de orilla exeitadas
par o oleaie inckdents e ol caza-de Ins eetiaciones

eompletas mediante of teatamiento oumidiens g ln
correepondionte senacidn de avelueiin del ti de
Zakharov® [V.E. Zakharov vy A B Shabal
{1872}].

En el presente trabajo vamies 8 abordar al estu-
dia de la madubacion do lag ondae de orilin medinn-
£ eiodo constructive de lus zonas de inesta-
bilidod oo base o s spleeciin de lo-ecnacibn de
Hill u las erunriones de evolucidn en aguds, poed
profundas: & muestee juicio el presapte mdtodo ai-
g mids e eeved el Pemtimens Msleo conlenpiplade,
giendo mhs el la consederamian de las distintas
varaldes lmpliendas én ¢l problema,

La miodulasin de lag ondas de crille pueds es-
tar- inipliead s como abgunos awtores ban sefislado
inoesdilacimes de pran longifed de onda ¥ gran
periodn que san directamente observables en algis
a8 playas ¥ gue bo podian explicarse por ol oleaje
incidente de pedodos muche mds corles,

2. FORMULACION DE LAS ECUACIONES

Lag prupeiones hidrodindmiess on Ji 2ona costers
ert la aproxinmacidn de aguss poeo profundss y con
fa hipdtesiz habitual de fluido homeednes, newm-
presible ¢ lrmotacional pueden ezcribirze en fun-
it del potendlal de veloritades, @, y de ol dos-
plazmmiento g n aopechicie libee §, como gipos;

Al 4 d0Ee [y 4 k) Sdbsdre] +
+ dddy [ing + ) o sdy] = 4 {1

SAEE b L RSP b s gy =10
{E]

giendi, & Ia profundidad, 7 1a eoordenadn en diree-
el perpendicular o la plays ey b eoordenndn an
direeidn ongitudinal de la pliyo.

Elintinado i, entre (1) v (2] s2 obliene la eono-
cidy prusekn o loeal en la aproximacidn de
agng poca profundas,

@y =+ plh D)+ pth @) = PP, + $-0Y)
o TR, e B LR, & D ]
ol PP 2D ()

Cloma yemas (o eomeion Gese trminos Toeabes
vugieiticos v efibicos en P,

La excitaeinn subarmyinicn de laz ondaz de ori-
Iln estacionoring por o oleaje incidente, e punds
expreant mediante In sostitueidn da:

= o | {4)

17) Exgurmy on cronseripeiin caslidlm.

10
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en lu eenacidn (3). Biendo @, el polencial de velo-
cidad de la orda de orilla ¥ @, el potencial de velo-
idad de la onda ineidente, Teniendo en cuenta gque
bérninos del sepundo miembro de (3) contribuirfan
al primer armdnico en la frecuencizs, podriames es-
cribic simbélicamente In ecuacitn de intaraceidn
BOITH

I:mdnl = 1'ihl'I ¢!} + ['ﬂ.'lpl :I}lﬂ ti:'!] I;E:I

Pam que la ecuaeidn anterior temga seluciin
spbemos que ge ha de cumpliv la copdicion &8 orto-
gonalidad o alternativa de Fredbolm que con ol
migma simbalismo  anterier poedemos eseribir
Lkl pI (RN

|7 i) et s = [~ (i, @iy ot o 4
i [}

" J“ (e, e, e} e~t de &)

Llegados a este punta caben dos alternativas,
gepEn expresomes que la onda Bere la informa-
et Eermporal separade en erdpidas ¥ sbenbas o g
gm0 informacion temporsl se expresa comjunta-
menie. En el primer cago lag ecuaciones qoe e
plantezn segin (6}, para el easo de excitacion de
las andaz progresivas subarmdnicas de amplitnd A
v B, lentamente variables tanto en «l Gempao, comes
bongitudinelmente en e espacio, se escriben come
Bagre:

SASE 4 sk 34 Sdy — ST BA S —
— P B =

SH/8 = a2k SRSy — Ak FERANE T —
— w4 A =0 {7

que son inmediatamente reconocidas como esna-

ciones de tipo Zakharavw, En ellas el asterireo sig-
nifica complejo conjugada. El coeficiente 3 depen-

La funeiin potencial del obeaje incidente, fuer-
temente reflpiade an Iy plava, we exprosa domo;

@, = 0, g 8w Jy (44T « sen 2ot (10)

siendo Jy (4 o Ex), Ia funcitn de Bessel de orden
LI,
En (8) &l argumenta de 1a funeidn @8 4 &r, En
toude egte trabake &l atdmers 4o onda & o el corves-
pondiente o los ondas de orilla,

El anilisiz de estabilidad de {7) s6 poede afer-
tuar por el métoda de las cavacteristicas, andlogas
mente al empleads por Akylas en su trebaje, Sin
embarga, nosotros usaremos un método de andki-
gig miz sonstruetiva basads en of emplen de la
eciizekin de. Hill somo versmos = continuariin.

3. MODULACION DE LA ONDA DE ORILLA

En vez de corciderar separaduments Lis variasio-
nes tempordles elentase ¥ srdpidase en la onda de
orilla, podemos expresar éstas conjuntamente me-
diante s sipuiente funciin de potencial.

'I". = - E'_'”:
@ = ol ) {11}

En donde ¢ contione toda |a informacidn temporal,
ademis de tode o informackdin longltedinal o b
large de 1a plays.

El potencial de velocidudes del cleaje incidente
ge expresd, con la Ben conccida solwcidn (10].

D esta monern 8 condicién de ortogonalidad
(6} In podemes esevibir como sigue, una vez efec-
tuadag los oportunas sustituciones v ehmpdificasio-
nes ¥ considerands a8n loa térmings cuadriticos:

P + fel2 = e, J2EE + Bk[ag e g,
seh 2 f) + Bagg s Bor - pio  J, coe 2ot + Bagf

AR oo 008 oot Jy (k2@ 4 9 )] =0

da del oleaje inckdente ¥ o2 proporcional a (1
= En dondes
E; j {d JAde® 4+ 2k o T Adr) o2y (8)
1] Moo
s I = J (5Tl — 2 o) 0B iy
& = (2e} g te® B (9 fo= | (= 2k dsidn) -2 {13
|
camn sabemss este Gltimo parimetee de no linsali-
dad del olegie estd estrechamente relacionada con = [..Jr e
el pardmetio de [Ebarmen. n
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Comp wermes eata ecuaciin s andboga a la en-
contrada por B T, Guza v A, J, Bowen en 1976,
sibe gua en niestrg case aporecen lss derivades
segundas de g respecto de y En el caso de no
existir modulasidn longitudingl ln varssicn de ¢
regpectas de i serfa sensiblemente proporcional of
cog ki v la ecuacion (12] seria idéntiea a la seflaka-
da de Guza y Bowen para el casa de pesonaneia
perTecta,

Introdueimos la: medulacitn longitudinal como
una varacidn de gran lorgitud de onda de la am-
plitud de |z onda de orilla:

ate w= ip- & {14]

En la eruacion (121 efectuames por una parte
el eambie ol = Ty por ofro ol cambic:

W=7 exp [— agkse” ooz 2BT-5]  (16)
ot b0 enal obtendremos finafments lo srusebin
E4z[l + g2 + g+ 674k
o 2TRL, = 1) + k3,002 + 29)) —
— 65010k caen® 2T = 0 (16}
o lo qae es Lo mizmo:
¥opoz[1 4 %2 + g — I £5/32k -
ceos 2TRN, — 1) + BEEGIG 4 20 4
— I 32k vos 4T = 0 (17}

Esta comp sobers es la ernacién de Hill, que
se reduee a la eruackin de Mathieo sl suprimimos
boe térmings cusdriticos en £,

Dependiendn de los valores de g ¥ de £ s ecoas
citm | [ 7] nos permite discerniv bas zonas de Inesti-
hilidad de Fa seluciin de 1a onda de orilla, ¥ por lo
banti, los valores de [a modulasgidn espacia]l més
proclives o ppareeer pard unas caracterfsticaz do-
das ded eleaje incidents. Exte andlisis o efestoare-
s &N el aparisds sigeiente,

4. AMALISIS DE ESTABILIDAD
La seaacitn de HIOL (17) 18 e=seribimos an [orma
més sEmparia ohamo;

Etzlo4 poos3T +recsdT) =10
ro= 1+ 32 g — 1R

p=aSk 8L — 0 + 2R I (g7 + By

r=g I 732k 118}

Como los valores de o son cerranos o1y unidad
now eneoniramos eon lo lameds primeea zona de
inestabilidad asintdtica. Por tamio la solusidn de la
onda de orfla serd inestahble pava valoveas de o
camprondidos en los lmites de eatabilidad de la
'|_|:|'i.1|.'||:=r.'!. wan e ln eewaeide e Hill,

2 g|I' '.': n % I:'!i'-rll I:lu:l

Pora cada par de valores, q, £, los vabees de o
¥ o, segin (EB) definen Jog mites eorrespondien-
bes, o &, o, de la primera zena de inestabili-
dad. S8lo queda comparar el valor de a con los
limites para establecer en gué regidn nos sibus-
.

Teniendo en eeenta que tanto o p eemo v de-
penden de g ¥ de £, el proceso de edleulo es charas
mante jterative, Para o edbeulo mediante ordena-
dor de bos imites decestabilidad bemos ampleads
un abgoritme sinilar al sefilado por B A Grebe-
nikeov, & ¥, A, Hyabov {1983}

En el disgrama representado en la figaea 1 ose
sefialan ke limites de la zong de inestabilldad asf
como la curva e relacions, o v &, pors el caso de
la midulacidm mag nestable, Como paede obsor-
varse s kmgitad de enda de ls modulacién dismi-
e i vakes crecientes de £, v por lo tanto, 8
ipualded de otras earosteristicas, para valores cre-
rientes de la amplilud def alesje incidente. Esto (i
timo tambifn se desprende del feabajie da T, R,
Akvlas (19835

Un vesultade interasante o4 que tunte los Timi-
Pes e L peggiin de isesbabilidad como el crecimien-
Lo s inestable de bs modulacién se representan
par [fmeas con curvaturd relativamants aeusada,
qae pes indiea que la relasion enteec g, v g na ea li-
neal #0 el campo de valores @n la que s mssve £,

] 9 - O
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Lis valores de bos Iimites, asi oomo de lgomads-
Tagidn mds inestable s oftecon en g fabla 1 parn
distintos de & eoloeades en orden ereciente.

Llegudes o este punto hey goe sshalar fas aeus
sadas diferencins gque se obtienen tinto con los -
mites de estahilidad como en o modulecidn méa
inestabde en el casa de que no eonsideremos onel
chlenlo fos términos cuadriticos en &, e= decir en
el faso de Y (NIRRT I"Iﬂll P || ¥ o= 1+ ,:l.El.'
2 4 1

En st sipiiesto la ecuaeidn de Hill se trans-
forma en la mis simple de Mathicw, desplazdndose
tanto los limites como Ja modulacidn mds inestahle

lacia bo izquierda en ef diangrams de (g, 7). Ligi-
camente, pars peqoetios valores, de g lis peanlta-
dog son peistieaments eoineldentes on ambos ol
ternativas.

5. COMNCLUSIONES

D geverds con Jes apartades anteriores de mnoa-
Lo eebudio s Hegan a unos resulfados que expo-
aemds en o tabla 1y gue geaficamente reprosen-
tames en le figura 1, Parg cada valor del pardime-
tro, £, hay dos valores del nimero de onda relati-
va de la modulackin de tal manern que entre oz
cuales 56 estabiecn |z zona de ineetabilidad de [z
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AQLIRS 2, Bibvigos bamas de
crgna conegiodoy o bo covie Cape
Cod Mossehinars. Frotobi=meme
ln asimordnan o fenpked [ F 1]
o it fvracionae puadar
sapboore par @ senEnG 0
skt g boa oeda g ol
Fowcgiukio de Dovd 5, Sabray
Crifeins el i

selucidn. Asimismo se puede encontear la relacidn
entre f § €, que hace gue ln modulacitn corres-
Ji-q,u|r||r'|||1' aed mAs ineatakle.

El procedimiento empleado a:tal fin ha =sidooel
anilisis de estabilidad medianie o ecuacidn ide
Hill, vdlido come sabemos sunnds o ecaacidn de
evoliocidn del fendmeno de que s trate es cwasili-
nral y e Bepundo orden.,

Como puede obasrvarse los valores de g =on
ereclentes con los de o, Ezte opecimiento, sin am-
bargo. es elamumente o lineal, A titulo de ejemplo,
para un valor de &, de aproximadaments 1,3, &l
valor de i pars la modularitn mds inestabde es de
2. E= decir, la longitud de onda de |3 madulagiin
e5 eines veres la cortespondiente & lu de la longi-

bwd de ondn de |z onde de orille en e modbe cero,

Fura ia obtencitn de bos valores que figuran an
eate esludio 2egin 4 eevseidn (1T) hemos tenida
e guenta ks tinminod peoporeicnales a .HI?. Iy ral
propecicna reaultadog eractos en este orden de
pprosimaciin, La e considerasién de ostos térmi-
noz cundrilices introduce variaciones relativamen-
e impartanies en los valores de los limdles ¥, eon-
gecuentemente, #n los de la modulaeidn més ines-
table. Aei parea & = | el valer dol [fmite superior
pasa de g = 0,182537T05F & ¢ = D.0GETTOE segin
ronaideremog 0 na los términns en £, Para g = 2
esle puiammn limils pasa de g = 05336238 o
o= 0,1331372, Las diferencias son, par lo tants,
vonsiderubles,

18
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La importancim de los términes cuadritieoss se
manifiests mis acusadamente debide a que, como
sabemod, jos Hmites para [a considernsion de una
playa eomo reflectiva se encoentra pars valores de
£ de aproximadamente €, eon lo eunl unn pare
sustancial del vango de valide de las taorfas fopli-
cadaz en o8 desareedlos, son para valorss de &
CEPCRNDE O duperiores a la onidad.,

En este trabajo sdlo nos hemos ecupado de la
modulieidn espacial de la onda de orlla. Ligica-
mente esta madulasidn B4 acompafads de la co-
mrespondiente modulzelon emporal que se mani.
Festard en forma de ondas de rean perfode camipa-
rado man €] eorrespondiente, Eanto & 1 onda de ori-
Ua de:magdn eero sepin su relacidn de dispersion,
eormr eon el del olesfe incidents Impressindille
para | excitaciin subarmdnioa,

Observaciones de diferentes autores han pussto
de manifiesto que of aspeetre de frecuencias de lng
movimientos endulatorios en las playas medido
fundamentalmente mediante ol ren-wp son de
muy bafa frecuensia en comparacitn con loa vake-
ved del porfodo de las ondas de arffla correspon-
diente & ln bopografia de ba fondes de cuda caso
Fistas mismaz observaciones sefalan una clara es-
tructura peridadica longitudinal con una Fengitud
de onda mucho mayoer gque |a de la onda de orilla
de modo cero, Bn oteos casos la escala eapacial de
las longitudes de onda queda exprasada en ln pro-
Pia lined de costa mediante avances v rebroresos
ritmicos de considerables dimengiones claraments
superiores 8 lag cbeach cuspse peneradas por el
macaniana de exeitacion de las ondas de ceille, de
mado cero. Eatazs formas eitmicas de Jongitud de
anda de gran eseila, de clenlos de motms en algo-
ngs eazos, popdan ser o expresitn costera de
eate meeaniemo de inestabilidad modulacional al
que nos hemaes referido en este trahajo.
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