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RESUMEN. Los proyectos de laminas delgadas de hormigén armado y pretensado se han usado ampliamente en
edificios, puentes, depdsitos, torres de refrigeracidn, plataformas petroliferas off-shore, centrales nucleares y otras
muchas estructuras. Durante la pasada década se han realizado muchas investigaciones dirigidas al desarrollo de
modelos analiticos no-lineales, métodos de analisis y programas de ordenador para el seguimiento de la respuesta
estructural de aquellas estructuras, bajo cargas cada vez mayores, a través de sus comportamientos eldstico, de
fisuracion, ineldstico y en rotura.

En primer lugar, este trabajo es una breve revision histdrica de esta investigacion en muchos pafses. Este trabajo
se continiia con una deseripeién més detallada de un programa continuo de investigacién, que se ha llevado a cabo
en la Universidad de California en Berkeley desde 1973 en anilisis no-lineal de laminas delgadas de hormigén. Se
presentan los resultados numéricos obtenidos por medio de programas recientemente desarrollados, que indican
que, cuando se incluye los factores no-lineales en el andlisis, en algunos casos se produce un incremento y en otros
una gran reduccién en la carga de rotura calculada. Finalmente, se presentan unas recomendaciones para la futura
investigacion, desarrollo y aplicaciones en este campo de estudio.

ABSTRACT. Reinforced and prestresse concrete designs have been widely used for thin concrete shells in buil-
dings, bridges, tanks cooling towers, offshove oil plaiforms, nuclear containment vessels, and many other struc-
tures. During the past decade mauch research has been conducted in the development of nonlinear analytical
maodels, methods of analysis and computer programs to trace the structural response of these structures under
inereasing loads through their elastic, cracking, inelastic and ultimate ranges.

In this paper, first, a brief historical review of this research in many countries is presented. This is followed
by a more detailed description of a continwing reseavch program, which has been conducted at the University of
Califorwia at Berkeley since 1973 on the nonlinear analysis of thin conerete shells. Numerical results obtained
with some recently developed computer programs are presented, whith indicate thal in some cases an increase
and in other cases a large reduction in the caleulated ultimate load ocewrs as each of the nonlinear factors is
meluded in the computer analyses. Finally, recommendations for future research, development and applications

b in this Sfields of study are presented.

1. INTRODUCCION

Los proyectos de ldminas delgadas de hormigén armado
y pretensado ‘se han usado ampliamente en edificios,
puentes, depdsitos, torres de refrigeracién, plataformas
petroliferas off-shore, centrales nucleares y otras mu-
chas estructuras. El proyecto de estas estructuras tiene
que satisfacer los requisitos de seguridad y servicio.
Mientras esto se puede conseguir en la mayoria de los
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casos siguiendo procedimientos aproximados o empiri-
cos prescritos por las normas o précticas recomendadas,
es deseable disponer de modelos y métodos analiticos
refinados que puedan seguir la respuesta estructural
durante la construccién de estas estructuras y su histo-
ria de cargas en servicio, asi como bajo la accién de
cargas erecientes en sus comportamientos eldstico, de
fisuracién, inelastico y en rotura. Tales métodos analiti-
cos refinados, una vez verificados mediante resultados
experimentales escogidos, se puéden usar para estudiar
de una manera sistemdtica los efectos de pardmetros
importantes, al objeto de conseguir una base més firme
para normas y especificaciones en las que se bhasen los
proyectos usuales, o bien para utilizarlog directamente
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en el andlisis y proyecto de estructuras complejas y sin-
gulares,

Durante la pasada década se ha realizado una amplia
investigacion en el desarrollo, tanto de métodos de ana-
lisis no-lineal, como de programas de ordenador para
conseguir este objetivo. En este trabajo, se presenta
una breve revision de esta investigacién en muchos pai-
ses. Se continda con una descripcion més detallada de
un programa continuo de investigacion, llevado a cabo
por la Universidad de California en Berkeley desde
1973, sobre modelos analiticos, programas de ordena-
dor y procedimientos numéricos eficientes para el andli-
sis en el tiempo, con consideracién de la no-linealidad
geométrica y del material, de las liminas delgadas de
hormigén armado y pretensado. En el andlisis no-lineal
de todos estos sistemas estructurales, se ha usado una
formulacién unificada de elemento finito de rigidez tan-
gente, juntamente con un esquema de integracidn de
incrementos de tiempo, para seguir su respuesta cuasi
estdtica hasta rotura.

En este trabajo se describen brevemente los métodos
de anélisis y los programas de ordenador, basados en un
modelo de desplazamiento de elemento finito de varias
capas. Se usan relaciones tensién-deformacion no-
lineales para el hormigdn, acero de armaduras y acero
de pretensado, en el andlisis no-lineal por elementos fini-
tos, para determinar los desplazamientos, tipos de fisu-
rag, deformaciones y tensiones en el hormigdn y el ace-
ro de armado y pretensado, en cualquier momento hasta
su rotura, bajo cualquier historia de cargas o condicio-
nes ambientales. Se incluyen en el andlisis los fendme-
nos dependientes del tiempo tales como la historia de
cargas; historia de temperaturas; fluencia, retraceién y
envejecimiento del hormigon; asi como pérdidas de pre-
tensado debidas a estas causas u otras, tales como des-
lizamientos de los anclajes, rozamiento y relajacion.

Se presentan los resultados numéricos en ldminas
delgadas de hormigdn, obtenidos en programas de orde-
nador recientemente desarrollados y disponibles, que in-
dican que ocurre en algunos casos un incremento y en
otros casos una reduccién en la carga 1ltima calculada.

Finalmente, se presentan recomendaciones para futu-
ras investigaciones, desarrollo y aplicaciones en este
campo de estudio.

2. BREVE REVISION HISTORICA

Con la llegada de los ordenadores y el método de los
elementos finitos (FEM), en las décadas de los cincuen-
ta y sesenta se desarrollaron muchos programas de
andlisis lineal para ldminas delgadas en los que se supo-
nfa que el material tenia un comportamiento lineal, ho-
mogéneo y sin fisuras. La primera aplicacién del FEM
para vigas fisuradas de hormigén armado se publicé en
1967 por Ngo y Scordelis (1). Se hicieron posteriormen-
te aplicaciones del andlisis no-lineal de todo tipo de es-
tructuras de hormigén armado por investigadores de
varios paises, con sus colegas y/o sus estudiantes.

Las principales contribuciones al desarrollo de pro-

gramas de ordenador para andlisis no-lineal de ldminas
de hormigén armado y pretensado en las décadas de los
setenta y ochenta fueron proporcionadas por Argyris (2,
3), Bergan (4, 5), Gupta (6, 7), Hinton (8), Mang (9, 10,
11), Melhorn (12, 13), Owen (14), Ramm (15, 16), Ras-
hid (17, 18), Schnobrich (19, 20, 21, 22, 23), Scorde-
lis (24, 25, 26, 27, 28) y otros. En las referencias de
este trabajo solamente se dan como ejemplo unas pocas
de las publicaciones de las que han sido autores o coau-
tores los antes mencionados.

Su investigacidn se ha realizado generalmente con
una o mas de las siguientes premisas: 1) no-linealidad
del material, de su geometria y la dependencia del tiem-
po; 2) seleccion de elemento para la 1dmina, viga de bor-
de o rigidizadores; 3) modelacién analitica, relacién
constitutiva y teoria de fallos, bien independientemente
o como parte de un material compuesto, para el hormi-
gén, acero de armado y acero de pretensado; 4) rigidi-
zacion de tensiones; 5) fluencia, retraccion y efectos de
la temperatura; 6) pérdidas de pretensado durante las
operaciones de postesado debidas al rozamiento y al
deslizamiento de anclajes, y después de la transferencia
del mismo, debidas a la fluencia y retraceién del hormi-
g6, la relajacion del acero y los efectos de la historia de
cargas y temperaturas, y 7) métodos numéricos para los
andlisis no-lineales en el ordenador. Mientras se ha rea-
lizado un gran progreso en algunos de estos puntos, no
se ha conseguido un acuerdo general en otros, por lo
que hace falta investigar mds.

Las aplicaciones de la investigacién anterior y los
programas de ordenador se han desarrollado general-
mente para problemas y estudios especiales en relacion
eon cubiertas de grandes luces, contenedores de centra-
les nucleares, plataformas petroliferas off-shore, torres
de refrigeracion, tanques de gases licuados, ete. Por su
complejidad, necesidad de verificacidn y limitada dispo-
nibilidad, los programas se han utilizado poco ain.

3. PROGRAMA DE INVESTIGACION

DE BERKELEY
J.1. BREVE DESCRIPCION
Hace alrededor de 16 afios (1973), se comenzd en Ber-
keley la investigacién en andlisis no-lineal de ldminas de
hormigon armado, sabiendo que la demanda de mayores
luces, ldminas més delgadas y estrueturas mas comple-
jas, hacfan deseable tener refinados modelos analiticos
y programas de ordenador, que pudieran seguir la res-
puesta estruetural completa de estas estructuras a tra-
vés de su historia de cargas de servicio y bajo cargas
crecientes hasta rotura.

Las capacidades deseadas eran el andlisis en el tiem-
po con consideracion de la no-linealidad geométrica y
del material de ldminas de hormigdn armado con vigas
de borde, a través de sus eomportamientos eldstico, de
fisuracion, de fluencia, ineldstico y en rotura. Se ten-
drian en cuenta a través del tiempo, la historia de car-
gas y temperaturag, asi como la fluencia y retraccién
del hormigén. Se realizarian programas de ordenador
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bien documentados y se pondrian a disposicién de otros
investigadores interesados en contrastarlos, asi como de
ingenieros estrueturalistas para su aplicacién a los pro-
blemas complejos que surgen en los proyectos actuales.

Inicialmente, en 1973, se desarrollé un programa de
ordenador (NARCS) por Lin (29), el cual solamente in-
corporaba las propiedades no-lineales del material: hor-
migén y acero de armado. Posteriormente en un inter-
valo de cerca de tres afios se incluyeron los efectos
dependientes del tiempo en (NOTACS) por Kabir (30).
Después se incorporaron las vigas de borde y posterior-
mente la no-linealidad geométrica en (NOPARC) por
Van G reunen y (NASHL) por Chan (82). El programa
actual para liminas de hormigén armado con viga de
borde (NASHL) incorpora todos estos efectos y da como
resultado final para cualquier carga y tiempo hasta ro-
tura: 1) desplazamientos de nudos; 2) deformaciones in-
ternas y tensiones en el hormigén y en el acero, y
3) forma de fisuracion.

En 1988, como parte de un proyecto de investigaeion
eonjunta hispanoc-nortemaericano, entre la Universidad
de California en Berkeley, la Universidad de Barcelona,
Roca (33) de Espafia, bajo la supervision de Mari, afia-
di6 al (NASHL) la capacidad de incluir tendones de pre-
tensado curvos en tres dimensiones en la superficie de
la ldmina curva y en las vigas de borde. Este ultimo
programa se ha llamado (NASHL1).

En las referencias (32) y (33) se puede encontrar una
descripeidn detallada del desarrollo teérico, modelos y
elementos analiticos, propiedades de los materiales, tée-
nicas de solucién, y formatos de entrada y salida para
los programas de ordenador (NASHL) y (NASHL1).
M4ds adelante se hace una breve deseripeion de algunas
de sus caracteristicas. Quien esté interesado en conse-
guir copias de algunos de los trabajos (29, 30, 31, 32,
33) va mencionados o los propios programas, debe es-
cribir al autor para mayor informacién.

3.2. MODELO ANALITICO

En el programa de ordenador, el modelo analitico con-
siste en series de nudos interconectados por elementos
lamina y viga (fig. 1). El elemento ldmina tiene nueve
nudos, con curvatura en dos direcciones y 5 grados de
libertad en cada nudo (fig. 2). El espesor del elemento
se divide en capas de hormigén y de acero, y cada capa
se supone que estd sometida a un estado tensional en
dos direcciones. La armadura de acero se puede situar
en cualguier capa y en varias direceiones si se desea. La
fisuracién y la respuesta no-lineal del material se siguen
capa a capa bajo la aceién de una carga creciente y de
los efectos dependientes del tiempo, fluencia y retrac-
cién. Se usa la férmula de Lagrange actualizada para
tener en cuenta los efectos del cambio de geometria es-
tructural.

Se pueden analizar ldminas delgadas con vigas de
borde, afadiendo dos vigas rectas unidimensionales jun-
to a un elemento ldmina curvo (fig. 3). Cada elemento
de viga con 12 grados de libertad es prismético (fig. 4);

VIGA DF CORONACION
LAMINA
VIGA DE BORDE
(o) VISTA GENERAL

NODO
ELEMEMTO LAMINA

/ ELEMENTO VIGA

[ 4
N,
(b) PLANTA

FIGURA 1. Modelo analitico del programa de ordenadar NASHL,

pero tiene una seccidn transversal arbitraria compuesta
de un niimero discreto de filamentos de hormigén y de
acero en los que se controlan las tensiones y deforma-
ciones uniaxiales.

Con ohjeto de simular apoyos eldsticos, obtener las
reacciones en el apoyo o precisar las condiciones de con-
torno irregulares, se pueden colocar elementos muelle
lineales en cualquier direccién especifica situados en
puntos nodales discretos.

3.3. MODELOS ANALITICOS DE LOS TENDONES

DE PRETENSADO
Los tendones de pretensado, afiadidos por Roea (33) en
el programa NASHLI, se definen individualmente como
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FIGURA 2. Elsmenio ldmina de harmigon armado en capas
isoparamétricas.
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FIGURA 3. Unién de dos elementos viga o un elemento lomina curvo.

eurvas especiales arbitrarias contenidas en el espesor de
la limina. El tratamiento geométrico de los tendones se
basa en un método introducido inicialmente por Hofs-
tetter (11), donde las expresiones analiticas paramétri-
cas se usan para la definicién de la capa intermedia de
la ldmina, asi como para la geometria de los tendones;
de esta manera se determina autométicamente el traza-
do de los tendones a través de la malla del elemento
ldmina, asi como los puntos limite de cada segmento de
tenddn incluido en el mismo.

Una vez generados, los segmentos de tenddn, junta-
mente con los elementos ldmina, se interpolan por me-
dio de funciones de forma para permitir el edleulo auto-
mético de sus propiedades geométricas asi como la
posterior adaptacién de toda la geometria en el andlisis
con no-linealidad geométrica.

Las fuerzas interactivas, distribuidas tangencial y
normalmente entre el hormigén y los tendones de pre-
tensado, se calculan teniendo en cuenta las fuerzas de
rozamiento v de deslizamiento de anclajes, y ademds,
junto con las fuerzas del segmento final del corddn, se
eonvierten en cargas nodales de acuerdoe con el procedi-
miento general empleado para las cargas externas. Este
método asegura que cada conjunto de fuerzas estd equi-
librado en cada elemento de ldmina.

Se pueden considerar tendones postesados adheridos
o libres asf como pretensados.

Para tendones adheridos, la deformacion axial, en
cualquier etapa del analisis, se caleula a través del cam-
po de deformacién del elemento ldmina, mediante una
transformaecion tensorial. Para un tendén libre, la defor-
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FIGURA 4. Filomento de elemento vign de hormigdn armado.

maeién axial se ealeula a través del ineremento total de
elongacion causada en él. Teniendo en cuenta el efecto
de rozamiento, se puede obtener una distribucidn de de-
formaciones a lo largo de la longitud del tenddn, que
cuando se integran es igual a la elongacidn total.

Cada tendén de pretensado en la viga borde se divide
en un namero de segmentos, cada uno de los cuales es
recto, liga un tnico elemento viga y se supone que tiene
una carga constante. Usando dlgebra vectorial para de-
finir las fuerzas nodales del corddn, se pueden ohtener
las deformaciones y tensiones.

3.4. PROPIEDADES MATERIALES DEL HORMIGON

Para las capas de hormigdn de los elementos ldmina se
usa una ley del material ortétropa biaxial basada en la
elastieidad no-lineal, junto con un modelo de fisuracion,
al objeto de representar el comportamiento del hormi-
gdn usando deformaciones uniaxiales equivalentes. Una
curva tipica de tensién-deformacién uniaxial equivalen-
te, que depende de la relacion de la tension biaxial exis-
tente, consisie en una curva parabdlica hasta el punto
de tension maxima (o, €}, seguida por una curva de
descarga lineal hasla el punto de rotura final del hormi-
gon 6, €.), donde o, = 0,20;. y &, = 4g,,. Al some-
terse a tensién, se supone la aparicién de fisuras en dos
direcciones perpendiculares en cada capa del elemento
ldmina para una traccién limite. Una vez que se produ-
ce la fisuracidn en una direeeidn, la tensién en el hor-
migén normal a la fisura se hace nula, el hormigén se
comperta como un material uniaxial en la direceién or-
togonal, hasta que aparece la fisura en dos direcciones.
En este punto, el hormigén sélo puede soportar esfuer-
zos cortantes gracias a la capacidad a cortante existen-
te entre fisuras. Esto se lleva a cabo afectando a la
rigidez a cortante por un factor de minoracién, donde
0<p=<1.

Se debe hacer constar que la actual versién del
NASHL utiliza un modelo de fisura fijo mejor que uno
de rotacion. Recientes investigaciones de Schno-
brich (28) y otros han demostrado que el modelo de fi-
sura de rotacién puede ser mds real. En el futuro el
NASHL incorporard la opeion del modelo de fisura de
rotacion.

3.5. PROPIEDADES DEL ACERO DE ARMADO
Se supone un diagrama tension-deformacion bilineal
para el acero. El acero cede con un modulo de elastici-
dad E_, reducido, una vez que ha alcanzado su limite
eldstico f, y, se supone, que cualquier descarga poste-
rior se realiza con el moédulo inicial £.. El acero rompe
al aleanzar su tensién de rotura, €,,.

Una vez que se fisura el hormigdn, la tensgion normal
a la fisura es cero y la fisura permanece en direceién
fija; sin embargo, la presencia de la armadura permite
al hormigdn soportar alguna tensién entre fisuras. Esta
tensidn adicional es convenientemente agregada a nivel
del acero y aparece como una tension de reserva adicio-
nal en éste. Este procedimiento se usa en NASHL por-
que tiene en cuenta los efectos de la situacidn del acero
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en la direccién transversal y la direceidn de la fisura en
relacién con la direccion de la armadura.

3.6. PROPIEDADES DEL ACERO DE PRETENSADO

Ademds de una gran diferencia en la magnitud de la
carga de rotura, el diagrama tensién-deformacién del
acero de pretensar difiere del diagrama del acero de
armar en que no tiene zona de cedencia definida. Por
tanto, se adopta un diagrama tensién-deformacién mul-
tilineal para el acero de pretensar. Ademds, se utilizan
las férmulas empiricas usuales para las tensiones de
relajacién y rozamiento del acero de pretensar.

3.7. RELACION MOMENTO-TORSION
EN LOS ELEMENTQS VIGA

Se usa un modelo trilineal para la respuesta efectiva
momento-torsion en los elementos viga de hormigdn ar-
mado. La curva queda completamente definida por tres
puntos: el momento torsor de fisuracién T, y la corres-
pondiente torsién a,,, el momento torsor en el momento
en que la armadura longitudinal aleanza el Ifmite eldsti-
co T y la correspondiente torsidn a,, y el momento
torsor de rotura a,,. Estos puntos se pueden determinar
mediante pruchas experimentales adecuadas. En el ac-
tual programa NASHL se supone que los efectos de
flexién longitudinal y torsién en los elementos viga es-
tan completamente desligados. Se necesitan mejoras en
este modelo para incorporar el acoplamiento y actual-
mente se estdn estudiando por varios investigadores.

3.8.FLUENCIA Y RETRACCION DEL HORMIGON

Se usa una férmula numérica, desarrollada por Ka-
bir (30), para la fluencia del hormigén en la que se su-
pone vélido el principio de superposicién para caleular la
deformacién por fluencia g'(t) en cualquier momento t
como se expresa en la siguiente intﬂgm}-

= j; C(r, t - ( ) 4 (1)

en la que C (t,t-1,7) es la funcién de fluencia especifica
dependiente de la edad de carga T y de la variacién de
temperatura T, v donde (1) es la tensién aplicada en el
instante t.

La deformacién total por fluencia se puede hallar
como la suma de las deformaciones independientes pro-
ducidas por los cambios de tensién a diferentes edades y
con diferentes duraciones hasta t.

Para el efecto de las variaciones de la temperatura en
la fluencia, se supone qgue el hormigén obedece al prinei-
pio de cambio temporal.

Los cambios de carga y temperatura se supone que
ocurren solamente en distintos intervalos de tiempos ¢,;
n=12,..,N. Asimismo, se acepta que la carga y la
temperatura permanecen constantes en un intervalo
dado.

Se ha encontrado que ciertas formas de aproximaeio-
nes matemdticas a las funciones de fluencia especifica,
evitan la necesidad de almacenar todos los incrementos
de tensién de las etapas anteriores, cuando se represen-

tan con precision las curvas de fluencia experimentales
o empiricas. Tal modelo se adopta como sigue:

Cle, =7 T= z [1 — Nl - T)] (2)

i=1

en donde m, a.(t), i, @ (T) se determinan por minimos
cuadrados sobre las curvas de fluencia experimentales o
empirieas, tal como las recomendadas por el ACI o el
CEB-FIP.

Un eficaz procedimiento numérico para evaluar las
deformaciones por fluencia se puede desarrollar usando
las siguientes definiciones para inerementos de tiempo,
tensiones y deformaciones por fluencia:

‘ﬁ?‘n . tn e tn—l (3]
AG'H =0,-0,1 = U(tn) - G[tn—l) '.4)
Ag; =€, — &, = &(t,) — €'(¢y1) (5)

Combinando las ecuaciones (1) a (5), tras unas euan-
tas operaciones algebraicas, las relaciones recurrentes
necesariag para calcular el incremento de deformacidn
por fluencia € en cualquier intervalo de tiempo t, son
las siguientes:

= 2 A; ”[1 — gAi t?'-,l_”Aru] (6)
=

ALJ& = AJ‘,JI—.’[E_I‘M (TH'_E]IN“_I] i Ao-f:—lﬂr'{rn"l] (7)
Ao =Acyaty) (8)

Una ventaja muy importante de las férmulas anterio-
res radica en que el cdleulo de cada nuevo ineremento
de la deformacién por fluencia, requiere solamente la
historia tensional del dltime intervalo y no la historia
total. El procedimiento anterior se aplica en una diree-
cién uniaxial en las lineas de los elementos viga y en lag
direcciones de las tensiones principales en las capas de
los elementos ldmina.

Lag deformaciones por retraceién se pueden hallar
mediante datos experimentales o férmulas empiricas ta-
les como las recomendadas por el ACI o el CEB-FIP.
Estas deformaciones par retraceién no responden a es-
tados tensionales y se suponen formadas tGnicamente
por componentes axiales siendo uniformes en todas las
direeciones.

3.9. EFECTOS DE LA NO-LINEALIDAD

GEOMETRICA
Los pasos mas importantes en la consideracion de la
no-linealidad geométrica son la inclusién de las defor-
maciones debidas a los giros y la actualizacién de la
geometria estructural.

El procedimiento empleado se basa en pequefias de-
formaciones y pequefios incrementos en los giros del
cuerpo rigido. Se usa una formulacién de Lagrange ac-
tualizada donde todas las tensiones y deformaciones se
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refieren a la ultima configuracion conocida. La suposi-
cion de pequefias deformaciones implica una superposi-
¢ién lineal de inerementos de deformacién y la suposi-
cion de pequefios giros implica que éstos se pueden
tratar como vectores.

3.10. METODOS DE ANALISIS

Se supone que las cargas externas R se aplican sola-
mente en los nudos (fig. 1). Son dadas la historia de
cargas exteriores en nudos, la historia de temperaturas,
las curvas tensién-deformacién a corto plazo, las propie-
dades reologicas de los materiales y las condiciones de
contorno. En cada instante, se tienen que calcular, en
cualquier punto de la estruetura, los desplazamientios
desconoeidos de los nudos 7, las deformaciones internas
E y las tensiones ¢ en el hormigén y en el acero. La
relacién resultante carga-desplazamiento (R vs. r) serd
no-lineal a causa de la posible no-linealidad geométrica,
del material o su dependencia del tiempo.

Para incorporar las no-linealidades dependientes del
tiempo, éste se divide en un nimero discreto de interva-
los y la integracion se lleva a cabo haciendo que los
inerementos de los desplazamientos y deformaciones se
afiadan sucesivamente a los totales previos, segun se
avanza en el dominio del tiempo.

En cada etapa se lleva a cabo en el dominio del espa-
cio un andlisis directo de la rigidez basado en la compa-
tibilidad de desplazamientos, en el gue las ecuaciones de
equilibrio resultantes serdn no-lineales, para reflejar
propiedades del material y de la geometria a lo largo del
tiempo,

Para tener en cuenta la no-linealidad geométrica, se
usa una formulacién de Lagrange actualizada, en la que
la direccién del sistema de coordenadas locales se actua-
liza continuamente a la vez que la estructura se defor-
ma. Las fuerzas internas y las rigideces se calculan en
el sistema de coordenadas locales para cada elemento y
se transforman al sistema de coordenadas globales,
donde las ecuaciones de equilibrio para la estructura
global se ensamblan por el método directo de rigidez y
se resuelven, De esta forma, la matriz de transforma-
cién de desplazamientos de cada elemento, que eambia
de forma continua, tiene en cuenta el efecto de la no-
linealidad geométrica, junto con el cardcter no-lineal de
la relacién deformacidn-desplazamiento,

Las ecuaciones de equilibrio total (9a) o tangencial
(9b) expresadas en forma matricial son:

Kr=R (9a)
Kdr = dR 99b)

en las que las matrices de rigidez K o K, son funciones
del desplazamiento » y de las propiedades del material.
Las ecuaciones (9a) o (9b) se resuelven por ordenador
usando un método de incrementos de carga con iteracio-
nes para cada unc de los mismos.

En NASHL se facilita una opeion para usar la rigidez
tangente o la rigidez constante durante cada etapa o
series de iteracién. Ademds, se puede especificar un

procedimiento de control de desplazamientos cuando se
han de analizar estructuras que presentan grandes de-
formaciones.

Los programas de ordenador NASHL hacen posible
analizar ldminas de hormigén armado y pretensado de
formas arbitrarias y vigas de borde. Para cada intervalo
de tiempo se pueden especificar como datos de entrada
las cargas exteriores: la gravedad, cargas superficiales,
presién, pretensado, cargas en nudos, asi como despla-
zamientos y cambios de temperatura. Se pueden reali-
zar varios tipos de andlisis: 1) andlisis eldstico lineal;
2) andlisis no-lineal con cualquiera de los siguientes ca-
sos: no-linealidad geométrica, no-linealidad del material
y fendmenos dependientes del tiempo.

4. EJEMPLOS NUMERICOS

Se presentan agui los resultados numéricos de cuatro
ejemplos obtenidos con NASHL para ilustrar las aplica-
ciones y capacidades del programa. El ejemplo 1 es una
lamina cilindrica de hormigén armado, con vigas de bor-
de armadas o pretensadas.

El ejemplo 2 es una ldmina cilindrica pretensada con
vigas de borde también pretensadas. El ejemplo 3 es
una ldmina de hormigdn armado de forma libre con o
sin imperfecciones iniciales, El ejemplo 4 es una ldmina
de hormigén armado formada por dos paraboloides hi-
perbdlicos con vigas de coronacién y de borde.

4.1, EJEMPLO 1: + LAMINA CILINDRICA DE HORMIGON

ARMADO CON VIGA DE BORDE ARMADA

O PRETENSADA
Una serie de once laminas cilindricas, simplemente apo-
vadas en los dos extremos y construidas en hormigén
armado, se han probado experimentalmente por Bou-
ma (34). Las ldminas eran modelos a escala 1/8 de es-
trueturas reales y tenian idéntica seccién transversal y
vigas de borde, pero diferentes luces y cuantia de arma-
duras. En este ejemplo, se ha escogido la ldmina deno-
minada A2 (fig. 1). Las cargas sobre este modelo fue-
ron el peso propio de la ldmina de 41 psf y una carga
lineal de 33,6 Ib/ft en cada viga de borde, y se anadia
un 25 % de estas cargas como carga viva. La earga total
en el modelo era, por tanto, de 3.360 lh. En el ensayo
esta carga se fue aumentando escalonadamente hasta
el colapso final.

El NASHL (32) se usé para determinar analiticamen-
te la respuesta no-lineal y la carga de rotura de la l4mi-
na. La geometria de la [dmina se muestra en la figura 5.
Debido a la simetria se modelé sélo un cuarto de la
misma formado por 6 elementos ldmina y 6 elementos
viga (fig. 6). El espesor del elemento ldmina se dividié
en seis capas mientras que se usaron 10 capas para
cada una de las dos direcciones de la seccidn transversal
de la viga. El modelo se cargé proporcionalmente para
conseguir una carga de referencia de 1,0 psi en la su-
perficie de la ldmina y 7,78 Ib/in en cada viga de borde.
La carga distribuida se sustituyé por cargas nodales a
efecto del andlisis.
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FIGURA 7. EJEMPLO 1. Armado de | ldmina y vigas de barde. Con y
sin pretensade en la vign de borde (dimensiones en pulgadas),

Los detalles de las armaduras utilizadas en el analisis
se muestran en la figura 7. La seccidén de acero en la
viga de borde se reemplaza por 10 alambres de acero
equidistantes. Los datos de los materiales usados en el
andlisis son:

Hormigdén Acero

E.= 4,37 % 10% ksi E.=29,9 % 103 ksi
J.=4,12 ksi E, =00 ksi
fi=0,111 Sy= 42,7 ksi
v=10.3 By = 0,1
e.=2f/E,

En la figura 9 se presenta la respuesta carga-
desplazamiento resultante para la ldmina obtenida
usando NASHL junto con los resultados de Bouma y
col. La concordancia entre los resultados analiticos y
experimentales es satisfactoria para el caso en que se

&
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FIGURA 6. EJEMPLD 1. Disposicion de lo mallo en la lémina y vigas de
borde |dimensiones en pulgodas).

FIGURA 8. EJEMPLO 1. Modelos de fisuras en o lémina y las vigas,
con y sin pretensada en vigo de borde.
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FIGURA 9. EJEMPLO 1. Curvas corgos/desplozamientos pora vigos de
borde armadas.

FIGURA 10. EJEMPLO 1. Curvos cargas/desplazemientes para vigos de
borde armadas y pretensadas.

incluye la no-linealidad geométrica. Se obtiene una car-
ga de rotura de 8,4 k en el andlisis en que se incluye
solamente la no-linealidad del material. Este resultado
es cercano al que se obtiene con la teoria de vigas. Sin
embargo, cuando se incluye la no-linealidad geométrica
se obtiene una carga de rotura de 10,2 k. Esto significa
un incremento de un 21 % en la resistencia, pero ain es
més baja que la carga de rotura de 11,8 k obtenida en el
ensayo.

Investigando el modelo de rotura en el caso de ineluir
la no-linealidad geométrica, se observa que la cedencia
inicial remanente del acero longitudinal de la ldmina
origina mayores desplazamientos y fisuraciones, rom-
piendo finalmente por tensién diagonal cerca de los
puntos de apoyo. Los tipos de fisuras se muestran en la
figura Ba.

Se ha realizado una comprobacidn estatica en el cen-
tro del vano, en el caso de ineluir la no-linealidad geo-
métrica, para una carga de 9,7 k justamente antes de
romper la ldmina. El momento externo en el centro del
vano debido a esta carga es de 80,6 inch-kips. La inte-
gracién de las tensiones internas en el centro del vano
da una traceién de 7,86 kip y una compresion de
7,97 kips. Teniendo en cuenta la geometria deformada,
el momento interno en el centro del vano se puede cal-
eular por integracién de las tensiones multiplicadas por
sus brazos, aleanzando un valor de 80,4 inch-kips. De
esta forma la comprobacion estatica de los resultados
analiticos resulta excelente.

Mis recientemente la misma ldmina se analizd usan-
do NASHL1 (33), con o sin pretensado en las vigas de
borde, consistente en dos tendones rectos adheridos en
cada viga como se indica en la figura 7. El acero de
pretensar tenia EﬁJ = 29,0 X10 ksi y j}w = 247 ksi. Una
comparacion de los dos andlisis se muestra en la figu-
ra 10. Se puede observar que los principales efectos de
afiadir el pretensado han sido el significativo incremen-

to del campo de comportamiento lineal y el incremento
de la carga de rotura hasta 12,0 k. La comparacion de
los tipos de fisura analitica para las dos ldminas con la
misma carga (fig. 8) muestra que la adicion del preten-
sado en la viga de borde, supone una significativa re-
duceidn de la fisuracion,

4.2, EJEMPLO 2: LAMINA CILINDRICA

CON PRETENSADO EN LA LAMINA Y VIGAS

DE BORDE
Bouma (34) ensaydé también una ldmina cilindrica con
pretensado en la ldmina y en las vigas de borde. En las
figuras 11, 12 y 18 se muestan la geometria de la ldmi-
na, las armaduras y los tendones de pretensado. Todos
los tendones de pretensado son alambres sencillos de
2 mm de didmetro. Tanto en la ldmina como en las vi-
gas de borde tienen un perfil definido por la ecuacion si-
guiente:

B=a0+ b (10)

donde a; y b, son constantes dadas para cada tendén. [§
y @ se definen en la figura 11. Se emplearon los mate-
riales con lag siguientes caracteristicas:

Acero

E.=210,000 N/mm?
E,, = 10,500 N/mm?

Hormigén

E. =33,675 N/mm?
/.= 27,670 N/mm2

fi= 38,4 N/mm? Sy=800 N/mm?
v=10.2 €., =0,1
[, = 25 KN/m?

Acero de pretensar
£,=200,000 N/mm?
Sy = 1,700 N/mm?

La ldmina se analizd en primer lugar por Hofstet-
ter (11). Recientemente, Roca (33) analizd la misma la-
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FIGURA 14, EJEMPLO 2. Curva cargafdesplazomiento en el centro del
vano de la vige de bards vy lo coronocidn de la ldmina.
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FIGURA 13. EJEMPLO 2, Armado de la [dminay vige de barde.

mina utilizando el NASHL1. Debido a la simetria sola-
mente se usé un cuarto de la ldmina en el modelo
analitico. Se usaron 8 elementos para definir la ldmina,
mientras que la viga de borde se definié con 4 elemen-
tos ldmina.

En la figura 14 se muestra una comparacién de los
puntos de la curva carga-desplazamiento obtenidos por
el andlisis de NASHL] y los resultados experimentales,
Los resultados de NASHLI indican una fisuracién verti-
cal en las vigas de borde para una carga de 1,5 veces la
carga de proyecto. Las fisuras longitudinales aparecen
a lo largo de la coronacién de la ldmina para una car-
ga doble de la de proyecto, lo que coincide con un cam-
bio en la pendiente de la curva descarga-desplazamiento
(fig. 14), Estas observaciones coinciden de forma muy
aproximada con los resultados de los ensayos de Bouma
v con el andlisis de Hofstetter. El NASHLI también
predijo correctamente el cambio experimental de signo
del desplazamiento vertical en la coronacién (tig. 14).

4.3. EJEMPLO 3: LAMINA DE HORMIGON ARMADOQ

DE FORMA LIBRE CON Y SIN IMPERFECCIONES

INICIALES
Kolleger (13) realizé recientemente un estudio analitico
y experimental de una ldmina de hormigén armado con
forma libre (fig. 15). La ldmina tiene unas dimensiones
en planta de 5,5 X 5,5 m y una altura maxima de 1 m.
La ldmina tiene un espesor en coronacién de 22 mm. En
los apoyos el espesor crece progresivamente hasta
58 mm en el punto mds bajo. Las armaduras se mues-
tran en las figuras 17 y 18. Estudio la influencia de una
imperfeceion geométrica en la forma de la ldmina res-
pecto a su carga de rotura.

Roca (33) analizé la misma lamina con y sin imper-
feceiones usando el NASHLI. Debido a la simetria sola-
nente se empled un cuarto de la ldmina en el modelo
analitico. La malla de elementos finitos empleada en el
andlisis se muestra en la figura 15(c). La geometria de
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FIGURA 16. EJEMPLO 3. Curva cargasfflechas de lo coronacidn, con y
sin imperfecciones.

la l4mina con imperfecciones se basaba en un modelo
deformado obtenido en un andlisis previo. Este modelo
deformado se generd sometiendo al modelo a una carga
uniforme de 2 Kpa sobre la proyeceién horizontal y mul-
tiplicando los desplazamientos asf obtenidos de manera
gue la flecha en la coronacién fuese de 2 em. La forma
asf obtenida se usé para definir las imperfecciones ini-
ciales y se aplicaron las cargas externas para llevar a
cabo el andligis no-lineal. Las propiedades de los mate-
riales empleados eran:

, S58mm 2,152 mm >

Ll 1

FIGURA 17. EJIEMPLO 3. Armade de lo [dming...

FIGURA 18. EJEMPLO 3, Armaduros adicionales en el soporte,

Las curvas de la carga en funcién del desplazamiento
de la coronacién para los dos casos, con y sin imperfee-
ciones, se muestran en la figura 16. Se puede ohservar
que las imperfecciones geométricas han causado una
dramdtica reduceién de la carga de rotura de la estrue-
tura: Una imperfeccién geométrica del orden del espe-
sor de la ldmina ha producido una reduccién de alrede-
dor del 50 % de la carga de rotura, confirméndose asi
gue la no-linealidad geométrica ha de ser tenida en

Hormigén Acero cuenta.
E.=32,000 N/mm? E,= 210,000 N/mm? 4.4, LAMINA DE DOS PARABOLOIDES
JS.=60 N/mm?2 Ey=0,0 N/mm? HIPERBOLICOS A DOS AGUAS CON VIGAS
/=6 N/mm? J,=600 N/mm?2 DE CORONACION Y DE BORDE
v=0,2 g,=0,1 En este ejemplo se analiza una ldmina formada por dos
I',=25 KN/m? paraboloides hiperbélicos a dos aguas, para determinar
92 Ingenieria Civil /75



su comportamiento bajo la influencia de cargas vivas y
muertas. Se demuestran la importancia de la no-
linealidad geométrica y la fluencia y retraceion.

Las dimensiones de la ldmina empleada en el presen-
te ejemplo se muestran en la figura 19. La ldmina tiene
dimensiones en planta de 80 x 80 i, una altura de tan
sélo 8 ft v un espesor constante de 3 in. El tamafio de
las vigas de borde y coronacién son respectivamente
Bx H y bxh. Se han realizado una serie de andlisis
no-lineales usando NASHL, todos con las mismas di-
mensiones de viga de borde 4 x h =12 x 16 in, pero
con dos tamarios diferentes para la viga de coronacién,
Bx H=24x81in y 48 x 12 in. Aquf se presentan so-
lamente los resultados de la viga de coronacién mayor
(B x H =48 x 12 in) para mostrar el efecto perjudicial
de usar una viga sobredimensionada.

Se presentan los resultados seleccionados para de-
mostrar el dramdtico descenso de la carga de rotura que
puede ocurrir cuando se incluyen la no-linealidad geo-
métrica y del material y los fendmenos reolégicos. Debi-
do a las simetrias, tan sélo se tomé un cuarto de lamina
en el modelo analitico. Para su andlisis con el NASHL
se tomaron mallas de 4 x 4 6 2 x 2 elementos.

La disposicién de las armaduras (fig. 20) para la li-
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FIGURA 19, EJEMPLO 4. Geometria de Iz ldmina de dos parabeloides
hiperbdlicos a dos aguos.
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FIGURA 20. EJEMPLC 4. Armaduros en la lamina y los vigas de borde.

mina y las vigas se proyecté en base a la teorfa de la
membrana para una carga muerta (CM) mds una carga
viva (CV) de 20 psf.

Las propiedades de los materiales empleados en el
andlisis son:

Hormigdn Acero
E. =333 = 10° kst E.=29,0 % 102 ksi
S.=3,0 ksi Ey =00 ksi
Ji=0,471 Sy="00,0 ksi
v=0,15 g, = 0,1
B=0,5
e, =2 f/E,

Se usaron las recomendaciones del ACI para la fluen-
cla y retraceion,

Todos los andlisis no-lineales se realizaron aplicando
en primer lugar la carga muerta (CM) total de la ldmina
y vigas, afadiendo miltiplos de 20 psf como carga viva
(CV) hasta rotura.

Los resultados del desplazamiento de la coronacién
obtenidos del anélisis de un modelo de hormigén homo-
géneo sin fisuras, con y sin linealidad geométrica, indi-
can que la carga de rotura en este (ltimo caso es
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FIGURA 21. EJEMPLO 4. Curvas cargas/flechos de le corenacien para
un modelo analitico de hormigdn homogeneo sin fisuros.

CM + 11,8 CV. La respuesta es casi lineal hasta una
carga CM + 10,0 CV, a partir de la cual el cambio conti-
nuo de la geometria origina inestabilidad local en las
proximidades de la corenacién, donde la curvatura de la
ldmina es minima (fig. 24) y la fuerza axial es maxima.

La figura 22 muestra los resultados de tres analisis
para el modelo analitico de hormigén armado de una
ldmina de dos paraboloides hiperbélicos a dos aguas,
incluyendo el comportamiento no-lineal del material, tal
como la fisuraeién, ete. Primero, cargando durante un
corto periodo de tiempo y tomando en consideracién so-
lamente la no-linealidad del material, la carga de rotura
fue CM + 6,5 CV. Segundo, cargando durante un corto
perfodo de tiempo y tomando en consideracidn la no-
linealidad geométrica y del material, la carga de rotura
cae a CM + 8,3 CV. Finalmente, para el caso en que la
carga muerta se aplica primero y se deja durante cinco
meses, en los que la fluencia y la retraceion originan un
incremento en las flechas y una redistribucién de tensio-
nes, y posteriormente se aplican los incrementos de la
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FIGURA 23. EJEMPLO 4. Tipos de fisuras para carga de rotura en los
tres cosos no-lineales de figura 22.

earga viva en la estructura considerando la no-lineali-
dad geométrica y del material, la carga de rotura cae a
CM + 1,5 CV. Esto ilustra la gran disminuei6n en la
carga de rotura gue puede ocurrir en ldminas de este
tipo cuando se incluye en el andlisis la no-linealidad.
Resultados generalmente similares se han encontrado
recientemente por Gallegos y Schnobrich (23).

Esta disminucion en la capacidad de carga es debida,
en primer lugar, a la redistribucién de fuerzas axiles
entre la ldmina y la viga de coronacién y por ello una
ampliacion del efecto P —.. en la regién de la corona-
cién. Esta redistribucidn ocurre debido a la fisuraecién y
a la fluencia y retraccion.

Los tipos de fisuras para la carga de rotura en los

o4
CORONACION |
i;._- T
- 3,5
3.0
T~~~ "5
2

® 50PCkRTE

FIGURA 22. [JEMPLO 4, Curvas cargas/flechas en coronacién para un
modelo analitico en hormigén ormada fisurado, etc,

FIGURA 24. EJEMPLO 4. lineas de desplazomiente para CM+ 11,8
CVY en el coso de no-linealidad geométrica de la figure 21.
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tres analisis con no-linealidad del material (fig. 22) se
muestran en la figura 23. En todos los casos la fisura-
cién comienza cerca del soporte y se propaga hacia arri-
ba a lo largo de la diagonal. El tipo de fallo es dietil
para el caso de carga de corta duracién con considera-
cion solamente de la no-linealidad del material. Sin em-
bargo, euando se incluye la no-linealidad geométrica,
los tipos de rotura son fragiles para ambos casos de
carga. En este tltimo caso, la fisuracidn adicional en los
elementos de apoyo deteriora atn mds la rigidez de la
lamina y produce el colapso final de la estructura.

5. INVESTIGACION FUTURA,
DESARROLLO Y APLICACIONES

Se ha presentado una revisién de la investigacién, desa-
rrollo y aplicaciones del andlisis no-lineal de las liminas
de hormigon armado y pretensado. Este trabajo se ini-
cié por unos pocos investigadores al comienzo de la dé-
cada de los setenta. Se ha continuado por un creciente
numero de investigadores en la década de los ochenta,
lo que ha dado lugar en la misma a un progreso sustan-
cial en los modelos analiticos no-lineales, métodos de
andlisis y programas de ordenador para predecir la res-
puesta con consideracién de los efectos reolégicos v la
no-linealidad geométrica y del material de ldminas de
hormigén armado y pretensado, en sus campos de com-
portamiento eldstico, de fisuracién, ineldstico y en ro-
tura.

Se necesitan investigaciones futuras para comparar
los resultados analiticos con los experimentales dispo-
nibles u otros nuevos cuidadosamente preparados (véa-
se, p. €]., Ref. 18). Se necesitan establecer ensayos nor-
malizados. Se precisa continuar la investigacion bésica
en modelos analiticos de materiales compuestos inclu-
yendo fisuracién, rigidizacién de esfuerzos, fluencia y
retraccion, momentos torsores acoplados en elementos
viga y otros fendmenos. Solamente un limitado nimero
de investigaciones han incorporado, hasta el momento,
el pretensado en los modelos analiticos, lo que afade
una complejidad adicional a la solucién y necesita ma-
yor estudio. Se deberfa afiadir un andlisis que permitie-
ra seguir la respuesta de la estructura en cualquier eta-
pa de su construceién.

Se necesita seguir el desarrollo de los programas de
ordenador para estas soluciones complejas, de manera
que los datos de entrada y salida sean facilmente inter-
pretados. Se necesita complementar los programas pre
y postproeceso, incluyendo graficos por ordenador, antes
que las soluciones se usen ampliamente. Lo més impor-
tante de todo seria que los programas estuvieran bien
documentados y disponibles para todos aquellos que de-
seen usarlos.

Indudablemente aumentaran las aplicaciones futuras
para problemas especialmente complejos en proyectos
importantes y de altos costes, a causa de la falta de otra
alternativa razonable. Se deberfan llevar a cabo estu-
dios de determinados problemas en proyeetos importan-
tes, tales como respuestas al pandeo y en funcion del

tiempo, para varios tipos de ldminas de hormigén arma-
do y pretensado, de forma que se puedan establecer
normas acordes con la realidad de los proyectos.

6. CONCLUSIONES

Como alguien gue ha tenido un especial interés en ense-
fiar, investigar y asesorar en el campo de las ldminas de
hormigén armado y pretensado durante los tltimos
treinta afios, yo ereo que se ha hecho un enorme progre-
so en nuestra capacidad analitica para predecir su res-
puesta. Por supuesto, el lltimo objetivo de esta mejora
es su puesta a disposicién del proyectista para producir
estructuras mejores, mds seguras y mds econdmicas,
independientemente de su complejidad. Este es un desa-
fio permanente, continuado y motivador para todos los
ingenieros estructuralistas.
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