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RESUMEN. El articulo presenta una formulacién probabilistica del problema del andlisis retrospectivo, basado en
un criterio de méxima verosimilitud. La formulacion estd organizada de forma jerdrquica, de manera que se pueden
considerar andlisis de diferente grado de complejidad dentro de un mismo marco teérico. Se presentan dos ejemplos
de aplicacién. El primero (el depésito de ensayo de Mundford) sélo requiere la adopeién de un criterio de optimiza-
cién de minimos cuadrados, mientras que para el segundo (excavacién de la caverna de la central reversible de
Estanygento), es necesario introducir informacién previa sobre los pardmetros y adoptar una expresién para la
funcién objetivo basada en un eriterio de optimizacién de mdxima verosimilitud mas general. Los ejemplos presen-
tados ilustran las posibilidades de este procedimiento para llevar a cabo andlisis retrospectivos.

ABSTRACT. The article presents a probabilistic formulation for the problem of backanalysis, based on a
maximum likelihood criterion. The formulation 1s organized hierarchically, in such a way as to make possible
the analysis of the different degrees of complexity within the same theoretical framework. Two examples of the
application are presented. The first (the deposit of Mundford’s test) only requires the adopting of a eriterion of
optimization of minvmun squares, whereas for the second one (the excavation of the cavern for the Estanygento
reversible power plant), it is necessary to have prior information concerning the parameters and to adopt an
expression for the objective function based on o more general criterion of optimization of mazimum likelihood.

1. INTRODUCCION

Las formulaciones probabilistas han demostrado ser 1ti-
les en varias dreas de la Ingenieria del Terreno. Como
ejemplos pueden citarse los estudios de variabilidad es-
pacial de las propiedades del terreno, los andlisis de
riesgo y de confianza, la modelizacién de cargas aleato-
rias y los controles de calidad en el campo. El anilisis
retrospectivo es otra de las dreas en la que la adopcién
de un enfoque probabilista puede ser ventajoso.

En Ingenieria Geotéenica, los andlisis retrospectivos
se usan con frecuencia para estimar los pardmetros del
suelo y de la roca, pero en la mayorfa de los casos se
realizan de una manera «ad hoe», y 1o sin controversia
(Leroueil y Tavenas, 1981). Sin embargo, la aplicacién
de nuevas técnicas de optimizacién junto con modernos
métodos de andlisis numérico ha abierto el camino re-
cientemente a procedimientos més racionales y sistema-

(1) Comunicaeidn presentada a la XII Int. Conf. on Soil Mecha-
nics and Foundation Engng. en Rio de Janeiro, agosto 1989,

i*] E.T.S. Ingeniercs de Caminos, Canales y Puertos. Departa-
mento de Ingenieria del Terreno, Universidad Politécnica de Co-
talufia, Barcelono.

The examples presented show the possibilities that this procedure has for carrying out backanalysis.

ticos (Arai et al., 1984; Gioda y Sakurai, 1987; Maier y
Gioda, 1981).

La formulaci6n de este tipo de anlisis desde un pun-
to de vista probabilista proporciona ventajas significati-
vas. Por ejemplo, los errores de observacién y el nivel de
confianza de los pardmetros estimados pueden ser con-
siderados de forma consistente. También es posible in-
troducir informacién previa sobre los pardmetros de una
forma directa. El problema puede ser formulado utili-
zando un esquema Bayesiano, en el cual los pardmetros
desconocidos del suelo, p, son considerados como alea-
torios y una estimaeién de sus valores se obtiene maxi-
mizando la densidad de probabilidad de p dado un cierto
conjunto de medidas, x* (Asaoka y Matsuo, 1979: Civi-
dini et al., 1983). Un procedimiento alternativo lo pro-
porciona el tomar como criterio de optimizacién el de
méxima verosimilitud. La verosimilitud de una hipétesis
(Edwards, 1972) se define como proporcional a la pro-
babilidad eondicional de &* dado un conjunto de pari-
metros p ¥

L(p) = kf(*/p) (1)
donde k es una constante arbitraria. El modelo se supo-

ne determinista y los pardmetros se consideran fijos
pero inciertos, debido a la falta de informacién. Por tan-
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to, no es estrictamente necesario que el modelo repro-
duzea exactamente el sistema que se analiza. Esta cir-
cunstaneia es 1til para extender el andlisis al problema
de identificacién de modelos. La diferencia entre los dos
esquemas de solucion probabilista es Unicamente con-
ceptual, y las expresiones matematicas que resultan en
ambos casos son las mismas.

El articulo presenta en primer lugar la formulacion
del andlisis retrospectivo utilizando el eriterio de méxi-
ma verosimilitud. A continuacion se deseriben breve-
mente dos ejemplos de aplicacidn a la Ingenierfa Geo-
téenica, con el fin de ilustrar las posibilidades de este
procedimiento de estimacidn de pardmetros.

2. FORMULACION

En primer lugar se supone que el problema a analizar
puede ser representado como x = M(p); donde x es un
conjunto de n medidas disponibles y pesel conjunto de
m pardmetros desconoecidos. M representa el modelo
adoptado para representar la situacion real. Normal-
mente el modelo serd numérico, utilizando, por ejemplo,
el método de los Elementos Finitos, En el caso mds
general se dispondra de cierta informaeion previa sobre
los pardmetros, obtenida, por ejemplo, durante la fase
de reconocimiento previo del terreno. Es razonable su-
poner que los errores de las medidas y los errores de la
informacién previa son mdependlentes En ese caso, la
verosimilitud de una hipétesis p es

L(p) = kP(x) P(p) (2)

donde P(x) es la funcién de probabilidad de los errores
de las medidas y P(p) la funcién de probabilidad de los
etrores en la informacidn previa de los pardmetros.

El problema de la estimacidn de parametros definido
ecomo encontrar el conjunto de parametros p* que maxi-
miza (2), es equivalente al problema matemético de mi-
nimizar la funcidén objetivo J = —2 {n L(p) que, supo-
niendo que las funciones de distribucién de probabilidad
de los errores en las medidas y en la informacién previa
son gausianas multivariadas, puede escribirse como

= @* — M(p))' ;" (&* — M(p)) +
+(<p>-plECY (<p>-p+ ()

Ch| +nin2m + min2x — 2Ink

donde

C, es la matriz de covarianza de las medidas

a* es el vector de medidas

@ se denomina matriz de covarianzas de los para-

metros «a prioris, y estd basada en la informa-
cién previa disponible sobre los pardmetros

< p > es el vector de pardmetros estimados «a priori.
Los tres dltimos términos de la expresién (3) son

constantes y pueden eliminarse del proceso de minimi-
zacién, Ndtese que la magnitud y la estructura de los

errores de las medidas y de la informacion previa de los
pardmetros estd representada en las matrices de cova-
rianza C, y Cp CO. A menudo es conveniente separar estos
dos eféclos expreqando C, y CJ como C, = oK.y
CV= JQEE Ahora, g% es una varianza que reprer-;en-
FLuna magnitud promedio del error, mientras que la
matriz F contiene la estructura del error de medida, y
depende normalmente del tipo de instrumento utilizado
para obtener las medidas o del tipo de ensayo utilizado
para conseguir la informacién previa sobre los pardme-
tros.

Utilizando estas nuevas expresiones para las matri-
ces de covarianza, la funcién objetivo (3) a minimizar
es, para el caso en que se dispone de «r» instrumentos
de medida independientes y se realizan «s» ensayos in-
dependientes:

J = (g* — ) =I—(x* — 2} +
s -
& E‘{i._l
+ D p-<pI)=H_@p-<p>)+ @
=1 - o
+ 1in o3 + Z nin
il a=1

La funcién objetive definida de forma general en (4)
puede simplificarse si se realizan algunas hipdtesis adi-
cionales. Por ejemplo, si la magnitud y la estructura del
error cometido en las medidas y en la informacion pre-
via se suponen fijos, los dos ltimos términos son cons-
tantes y no afectan al proceso de minimizacion. La ex-
presién resultante puede escribirse como:

=@t -2 G - ) +
+@-<p>)Cte—<p>)

(5)

Si no se dispone de informacién previa sobre los pa-
rdmetros, la funcién objetivo (5) queda como

=(@*—2) G p* — ) (6)

Finalmente, si la matriz estructura de error de las
medidas es la identidad se obtiene la funcién objetivo
correspondiente al eriterio de optimizacién de minimos
cuadrados:

J = (¥ — x) (2% — ()

Los criterios para obtener el conjunto de parametros
optimo segin las funciones objetivo (4), (5), (6) ¥ (7)
dan lugar a anlisis con grado de dificultad decreciente.
La expresién a usar en cada caso dependerd del tipo de
problema, de la cantidad de informacién disponible, del
tipo de instrumentos de medida utilizados y del nivel de
confianza exigido a los pardmetros a estimar. Sin em-
bargo, el eriterio de mdxima verosimilitud proporciona

un mismo marco tedrico para todos los tipos de andlisis.

x)
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Es interesante observar que, en este contexto, un andli-
sis basado en el criterio de minimos cuadrados puede
interpretarse como uno de mdxima verosimilitud en el
que no se dispone de informacién previa y los errores de
medida son independientes entre si y distintos segin
una funcién de probabilidad normal.

Para obtener la estimacién de pardmetros deseada,
es necesario minimizar la funcion ohjetivo adoptada, lo
que requiere un algoritmo numérico. Normalmente el
procedimiento a seguir serd iterativo, ya que el modelo
que relaciona parimetros y medidas es en general no
lineal (Gens et al., 1986). El andlisis proporeiona tam-
bién informacién adicional sobre el nivel de confianza de
los pardametros estimados y sobre la estructura del mo-
delo, lo que puede ser util para valorar la calidad del
andlisis retrospectivo efectuado. Debido a limitaciones
de espacio, este aspecto no estd desarrollado en este ar-
tieulo.

3. EJEMPLOS DE ANALISIS RETROSPECTIVOS
3.1. ANALISIS RETROSPECTIVO DEL DEPOSITO
DE ENSAYO DE MUNDFORD

El depésito de Mundford (fig. 1) fue usado como ele-
mento de carga en un ensayo a gran escala realizado
para determinar las caracteristicas de deformabilidad
del estrato de creta subyacente. El depdsito era de
18,3 m de didmetro v, lleno de agua, aplicaba una ten-
sion vertical uniforme de 180 KPa. Los detalles del en-
sayo y el andlisis de los resultados fueron publicados en
Burland y Lord (1969), Burland et al. (1973) y Ward et
al. (1968).

El depésito estaba cimentado directamente en un es-
trato de creta, la calidad de la cual aumentaba con la

profundidad. Los desplazamientos verticales fueron me-
didos a diferentes profundidades en cinco pozos y en
diferentes puntos, tal como se indica en la figura 1. Su-
poniendo, de acuerdo con la variacién de la calidad de la
ereta, que el médulo de Young aumenta linealmente con
la profundidad, Burland et al. (1973) determinaron,
usando un procedimiento de prueba y error, los valores
de los pardmetros de deformacién de la creta, utilizando
dos procedimientos:

A. Suponiendo una variacién lineal del mddulo de
Young con la profundidad, desde cero en superficie, y
usando una solucidn analitica.

B. Suponiendo una variacién lineal del médulo de
Young hasta una profundidad de 40 m y constante para
profundidades mayores, y realizando un andlisis con
elementos finitos.

En ambos casos consiguieron un buen acuerdo entre
desplazamientos medidos y caleulados.

La formulacién presentada anteriormente ha sido
aplicada a la estimacidn de la deformabilidad de la creta
adoptando los mismos supuestos indicados en A y B,
con la tnica excepcidn de que para el caso A el médulo
eldstico no se ha tomado cero en superficie. Se ha adop-
tado el eriterio de minimos cuadrados, ya que las medi-
das son independientes y no se utiliza informacién pre-
via en el andlisis.

La distribucién del médulo eldstico con la profundi-
dad obtenido tras el proceso de identificacion se indica
en la figura 2, donde se puede observar que los resulta-
dos pricticamente coinciden con los presentados por
Burland et al. (1973). Por otra parte, en la figura 3
puede observarse que los desplazamientos caleulados
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FIGURA 1. Seccidn transversal del depdsite de ensayo de Munford, mostrande la posicién de los puntos de medida [segin Burland et ol., 1973].
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FIGURA 2. Variacion del modulo eldstico con la profundidad obtenido mediante andlisis retrospectivo,
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son similares a los medidos. El error medio consideran-
do todos los puntos de medida es de 0,05 mm, que es del
mismo orden gue la precisién global de las medidas.
Este hecho no ocurre a menudo porgue requiere que el
modelo represente adecuadamente la realidad y que las
medidas sean de excelente calidad.

A pesar de la similitud de los resultados obtenidos
utilizando el procedimiento de minimizacién indicado y
los resultados obtenidos usando un procedimiento de
prueba y error, es mejor usar el método de andligis re-
trospectivo indicado en este articulo, ya que:

— El procedimiento computacional es automético y sis-
tematico.

— El conjunto de pardmetros obtenidos es el mejor po-
sible (en un sentido objetivo) dade un modelo y un
criterio de optimizacion.

— Puede obtenerse informacién adicional sobre el nivel
de confianza de los pardmetros estimados, y sobre la
relacién entre medidas y la estructura del modelo.

3.2. ANALISIS RETROSPECTIVO DE LA EXCAVACION
DE LA CAVERNA DE ESTANYGENTO

El segundo ejemplo de la aplicacién hace referencia a la
excavacion por fases de la caverna subterrdnea de la
central hidroeléctrica de Estanygento en el Pirineo
Oriental. El reconocimiento de campo, el disefio, cons-
truecién y andlisis asociados a este proyecto han sido
presentados en Wittke y Soria (1983) y Soria y Wittke
(1984). Se disponfa de dos tipos de medidas para el
andlisis: desplazamientos medidos mediante extenséme-
tros de varilla y medidas de convergencia. Una seceién
cercana a la parte central de la caverna fue selecciona-
da para el andlisis, de forma que puede:suponerse con-
diciones de deformacién plana (fig. 4).

Los pardmetros a estimar eran el médulo de elastici-

dad de la masa rocosa y K, cociente entre tensién hori-
zontal y vertical «in situ». De hecho, se disponia de cier-
ta informacidén previa sobre los valores de estos
pardmetros. Durante el reconocimiento previo se lleva-
ron a cabo ensayos «in situs con dilatémetros y gatos
planos, eon el fin de determinar la deformabilidad de la
roca, El médulo de elasticidad medio de esas determina-
ciones fue 15.000 MPa. El valor de las tensiones inicia-
les fue estimado mediante ensayos con gatos planos y
células triaxiales de inclusi6én sélida. En ambos casos la
tensién vertical inicial era aproximadamente equivalen-
te al peso de roca por encima del punto de medida. Sin
embargo, los valores de K, estimados variaban entre 1
v 3, en funcion del tipo de ensayo realizado.

Un andlisis retrospectivo previo se realizé sin tener
en cuenta esta informacion previa y adoptando un erite-
rio de minimos cuadrados para la funcién objetivo. La
estimacion de pardmetros obtenida en este andlisis fue
E = 8.900 MPa y K = 1,24. La localizacién del punto
dptimo se indica en la figura 5, donde se representan
también los contornos de igual valor de la funcién obje-
tivo JJ. La desviacién media entre los desplazamientos
medidos y los calculados con estos pardmetros es de
2,9 mm. A pesar de que este valor es pequefio los valo-
res de los pardmetros obtenidos no son muy consisten-
tes con la informacion procedente del reconocimiento
previo. En particular, el valor del médulo de elasticidad
obtenido parece demasiado pequefio. Examinando la fi-
gura b puede observarse que existe un largo valle
(A — A’) donde los valores de la funcién objetivo son
muy cercanos al minimo. En consecuencia, cualquier
combinacién de pardmetros representada por un punto
en el grifico cercano a la linea (A — A’) dard lugar a
desplazamientos muy parecidos a los medidos. Por tan-
to, no es posible diseriminar de forma adecuada entre
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FIGURA 4. Secrion anolizado mastrande la localizacion de los puntos
de medida y las fases de excavacion.

FIGURA 5. Contarnos de igual valor de la funcién objetivo 1, Se indica &l
punto correspondiente al valor minimo
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nocivos de los residuos radiactivos, el
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Independencia, rigor, seriedad vy
profesionalidad. Sometidos al control
institucional y de la Opinion Plblica.
Trabajamos ahora para asegurar el futuro,
y participamos en el proceso de desarrollo
tecnologico del pais.
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combinaciones de pardmetros que proporcionan despla-
zamientos similares a los reales, usando tinicamente las
medidas disponibles.

Con el fin de obtener una mejor estimacién de los
pardmetros es necesario incorporar en el andlisis la
informacién existente obtenida durante el reconoci-
miento previo. Los siguientes valores fueron adoptados
como estimaciones «a priori» de los pardmetros:
E = 150.000 MPa, K; = 2. El valor del médulo de
Young es la medida de los valores obtenidos en los ensa-
yos «in situ» y la estimacion de K, corresponde al valor
central del rango de valores medido en el campo. Queda
todavia la importante decisién de asignar unas desvia-
ciones tipicas a estos valores, suponiendo unas distribu-
ciones de probabilidad gausianas para la informaeién
previa. Estas desviaciones tipicas estdn relacionadas
con el peso relativo dado a la informacién previa de los
pardmetros con respecto a la informacién procedente de
los desplazamientos medidos. Con el fin de no escoger
estos valores de forma arbitraria, el andlisis retrospecti-
vo se ha realizado considerando las desviaciones tipicas
como pardmetros adicionales en el proceso de identifica-
cién. Por tanto, el conjunto de pardmetros a estimar es
ahora:

E} KQI Ju'e = 03‘}0%‘ y #K = ze/g.?fo

va que el resultado del andlisis depende de la relacidn
entre desviaciones tipicas mds que de sus valores abso-
lutos.

Segtin este esquema, la funcién objetivo a minimizar
tendra la expresion general de la ecuacion (4). Ligica-
mente, el procedimiento de optimizacién es ahora mis
complejo, aunque admite simplificaciones, tal como se
describe en Gens et al. (1987). El 6ptimo representa-
do por el minimo de la funcién objetivo corresponde a
los valores u,=5+10" y u, = 1075, Los pardme-
tros estimados correspondientes a estos valores son
E = 8.200 MPa y K, = 2,563. Los desplazamientos cal-
culados usando este nuevo conjunto de pardmetros se
comparan con los medidos en la figura 6, donde puede
observarse un buen acuerdo. La desviacién media entre
desplazamientos calculados y medidos es ahora de
3,1 mm, muy similar al valor obtenido en el anilisis
utilizando el criterio de minimos cuadrados. Sin embar-
go, este nuevo andlisis incorpora la informacién previa
existente con un nivel de confianza que es determinado
por el propio procedimiento de identificacién, obtenién-
dose un conjunto de pardmetros mas consistente con la
informacion procedente del reconocimiento previo.

4. CONCLUSIONES

El analisis retrospectivo es un drea en el que el uso de
esquemas probabilistas puede ser muy ventajoso. En
este articulo se presenta una formulacién general basa-
da en un criterio de optimizacién de maxima verosimili-
tud. La formulacién tiene una estructura jerdrquica que
permite, segin las caracteristicas del problema, plan-

FASE |

FASE Il

—— Medido
---——- Coleulodo
010 20m |

e —

FASE II|

FIGURA 6. Comparacion entre desplozomientos medidos y calculados.
Pardmetros estimados usondo informacién previo,

tear el andlisis retrospectivo con diferentes grados de
complejidad dentro del mismo marco teérico. Por otra
parte, es posible considerar de forma fécil y consistente
la estructura de error de las medidas y de la informa-
cién previa sobre los pardmetros. Finalmente se han
presentado dos ejemplos reales de andlisis retrospecti-
vo, ilustrando la eficacia del procedimiento de estima-
cidn deserito en dos casos de diferente complejidad.

El procedimiento de andlisis retrospectivo aqui no
s6lo permite llevar a cabo una simple estimacién de los
pardmetros del modelo. Es posible también extraer in-
formaci6n adicional sobre el nivel de confianza de los
pardmetros calculados, sobre la importancia relativa de
cada medida y sobre la estructura del modelo. Es de
esperar que la informaeién que proporciona este tipo
de anilisis permitird resolver con éxito y de una forma

Ingenieria Civil /16

55




mads racional el siempre dificil problema del anilisis re-
trospectivo.
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