CRISTOBAL MATEOS IGUACEL [*)

RESUMEN. En el presente trabajo se analiza el flujo de dos estratos uniformes indefinidos desde el punto de vista
de las ondas internas planas. Se obtiene: la condicién necesaria para que el flujo sea estable, la celeridad de esas
ondas para cualquier direccién y una condicién necesaria y suficiente para que haya ondas estacionarias en alguna

direccién, asi como un método para determinar ésta.

ABSTRACT. This work analyzes the flow of two undefined and wniform strata, from the point of view of the
internal plane waves. The following is obtained: the condition required for the flow to be stable, the celerity of
those waves for any dirvection and a condition which 1s necessary and sufficient for there to be stationary waves

in one direction plus a method for determining this.

INTRODUCCION

En los fluidos estratificados en dos capas de distinta
densidad pueden aparecer ondas internas (o interfacia-
les) que a diferencia de otras ondas se earacterizan por-
que la amplitud de los movimientos en la interfaz es
superior a la que se presenta en el resto del fluido. La
estimacién de la celeridad de estas ondas, en el cazo de
que el flujo pueda ser considerado como monodimensio-
nal, ha sido estudiado hace mucho tiempo en el caso de
las ondas largas. Se pretende aqui estudiar las ondas
planas andlogas para dos estratos uniformes indefinidos
con velocidades diferentes en magnitud y direccion. Se
obtendrdn la condicién de estabilidad del flujo, las con-
diciones para la existencia de onda con celeridad nula y
su orientacién y se obtendrd también la rosa de celeri-
dades haciendo patente su anisotropia esencial.

1. LA ECUACION DE ONDAS

Considérense dos estratos indefinidos de fluidos perfec-
tos de espesores uniformes h, el superior y h, el inferior
y con densidades respectivas d; y ds. A la diferencia
relativa (d,— d,)/d, se le denotard por /\d y en un pri-
mer momento se supondrd que los dos estratos estdn
animados de velocidades u; y up, posiblemente distin-
tas, pero en la misma direccidn.

En estas condiciones del flujo es aplicable un andlisis
monodimensional a las ondas planas que se desplacen
segin la direccién de u, y u,. Admitiendo que A\d sea lo
suficientemente pequefio como para que se puedan des-
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preciar los términos de segundo orden, se obtiene la
conocida ecuacion para la celeridad de ondas largas:

(ug % C}E

+
gh g h,

(ug = 0)2

=/\d (1)

Donde g es la aceleracién de la gravedad y ¢ la celeridad
de las ondas que en principio puede tomar dos valores,

Si ahora se pretende estudiar una situacién més ge-
neral se puede suponer que las velocidades V; y V, de
los estratos tengan direcciones distintas formando un
angulo @,

Si se considera una onda plana que avance formando
un dngulo a con la corriente del estrato superior a una
velocidad ¢ desconocida (figura 1), es oportuno proyec-
tar las fuerzas actuantes sepin la direccién de avance
de onda vy segiin la direceion MM de un frente, ambas
obviamente perpendiculares.

Al proyectar segtin la direccion MM se advierte que
como la interfaz es una superficie reglada con genera-
trices paralelas a MM, resulta en todo punto que la
normal a la interfaz es perpendicular a MM y, por tan-
to, las fuerzas de presién (que son las linicas presentes
en fluidos perfectos) que aplica un fluido al otro a través
de la interfaz tienen proyeccién nula segtin MM, es de-
cir, segun esta direceién no hay intercambio de cantidad
de movimiento entre los estratos y éstos mantienen sus
respectivas componentes de la velocidad en esa direc-
cion.

A sensu contrario las fuerzas con que actiian cada
estrato sobre el otro se aplicardn a modificar exclusiva-
mente la componente de las velocidades segtin la direc-
cion de e.

En conclusién, para ¢ serd de aplicacién la ecuacién
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FIGURA 1.

(1) cuando en ella se sustituyan u; y u, por las citadas
proyecciones, teniéndose:

(V, cosa — c)* (Vy cos(P — a) — ¢)?

+ =Ad (2)
g hy g hg

Poniendo 1/ghy =7, y 1/gho =1, y operando queda
la ecuacion de segundo grado en ¢:

(ry +79) €2 — 2 (1] Vicosa+ vy Vycos(®P —a)) ¢ +
+7y VEcos?a+ry Vicos2(@—a) - Ad=0  (3)

Para que esta ecuacién tenga solucién es preciso que
no sea negativo el diseriminante, por lo que operando se
concluye que debe de ser:

A (ry+79) =1 79(Vicosa— Vycos(P-a))220  (4)

Que puede ponerse en la forma:

| V, cosa— V,cos(@ - a) | < m (5)

Si esta relacién no se cumpliera para algiin valor de
@, las ondas en la direceién correspondiente serfan ines-
tables y por tanto lo serfa el flujo. Dicho de otra mane-
ra, para que el flujo sea estable es necesario que se
cumpla la relacién (5) para todos los valores de a.

El miembro de la derecha en (5) es fijo y el de la
lzqmerda es igual a la longitud de la proyeecién de
V Vo sobre ¢l Esta proyecclén serd mixima cuando
la direccién de T; — V, coincide con la de ¢. Por tanto,
la condicién de estabilidad es:

V- Vel < \/ g 2 (b + 1) (6)

que es una generalizacién de la condicion de Helmholtz.

Otro punto de interés es la determinacién de las con-
diciones necesarias para que pueda haber ondas inmévi-
les y en su caso las direcciones a las que corresponden
esas celeridades de ondas nulas, direcciones que se co-
noceran como direcciones criticas.

La celeridad de onda serd nula si se anula el término
independiente de (3), es decir, hace falta que:

7y VEZcos?a+ ry Veeos (P —a) - Ad =0 (7)

Si definimos los nimeros de Froude densimétricos
de cada estrato por las expresiones:

V V,

1 2

o . E .

1 \ g Ad-h A g Ad by

La condicién (7) puede ponerse como:
F}cos?a + Facos¥(@—a)—1=0
que se puede pasar a:
F2(1 + cos2a) + F2 (1 + cos2(P — @) — 2= 0
y por tanto a:
(F}? + Fgcos2®) cos20.+ F2sen2 P sen2a+ Fl+FE—2=0

esta expresién puede ponerse como:

\fFf+F;+2FfF_§cos2¢ - o8 (20— 1)
+ P+ Fi-2=0 o)

Donde 7 representa un corrimiento de fase que viene
dado por:

Ff+Fieos2 @
cosT = (10)

\/ff‘f+F§+2F§’F§eosz@

Para que exista cos (20 — 1) es necesario en (9) que
se cumpla:

\f Fy +F) + 2 F} Flcos?® > F? 4+ F2- 2
que equivale a:
Fi+ Fe-FiFSsen?@—12 0 (11)

que es, en definitiva, la condicién para la existencia de
ondas estacionarias.

Si existen las ondas estacionarias su direceién se de-
termina faeilmente, pues (9) da 2a — t y (10) da 7, con
lo que a es inmediato.
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Finalmente, cabe sefialar que la cudrtica (3), que da
la celeridad de onda en cada direccidon, se puede conver-
tir en una ednica si se emplea en lugar de ¢ su inversa
K, que puede interpretarse como tiempo empleado en
recorrer la unidad de longitud, ya que con este cambio
(3) queda en la forma:

ry+re—2(r; Vycosa+ iy Vocos(®@ —a)) K+
+(ry VicosPa + 1, Vacos® (D —a) - Ad) K2=0  (12)

Si se toman unos ejes cartesianos con las direcciones
de Vi vy Vs, resulta que Keosa y Keos(® — a) son las
coordenadas covariantes K| y K, respecto de estos ejes,
con lo que (12) pasa a poder ponerse comoa:

P+ Ty =21 Vi K = 21y Vo Ko+ 27 VEKE 4+ 20, VEKE -
— (Ad/sen?®) (K} + Kz — 2K, K, cos®) = 0
o mds explicitamente:
(ry Visen?® — Ad) KP+ (r VE sen® — Ad) K2 +
+2 Adcos® K, Ky — 2ry Vysen?@ K, -
— 2ry Vosen2®@ K, + (1) + ry) sen@ = 0 (13)

Ecuacién que corresponde a una ednica pero que, en
general, al no tratarse de una circunferencia muestra
que ni aun descontando un arrastre se puede considerar
al medio como isétropo a los efectos de propagacién de
ondas.

CONCLUSIONES

Se analizan en este trabajo las ondas interfaciales lar-
gas entre dos estratos de espesor uniforme que se mue-
ven con velocidades constantes, y se obtiene:

A. La condicién (6) de estabilidad del flujo.

B. La condicién (11) para que puedan existir ondas es-
tacionarias y la determinacién de su orientacién con las
ecuaciones (9) y (10) (caso de existir).

C. La ecuacién (3) que da la celeridad de onda en fun-
cién de su orientacién, demostrandose gue hay una ani-
sotropfa que no queda compensada por un observador
mévil.

D. Que la ecuacién (13) para la inversa de la velocidad
de onda es una cénica.

NOTACION

e celeridad de una onda interna.

¢ médulo de ¢,

dq, dy densidades de los estratos superior e inferior.
v, Vs

F1= —: 512: —
\ 9 Ldh, \ 9 Adhy

Froude densimétricos de los dos estratos.

; niimeros de

¢ aceleracién de la gravedad.

hy, hy espesor de los estratos superior e inferior.

—
3

— i : y
K =— inversa orientada de la celeridad de onda.
2

K médulo de K.
K, Ky coordenadas covariantes de ;C*
1 1
= ;1'2 =
ghy ghy

iy, ug velocidades de los estratos superior e inferior cuando
llevan la misma direccién.

- = .
V1, V, velocidades de los estratos superior e inferior.
Vi, Vs mbdulos de T/’bl ¥ Tf;
Ad = —a’_ diferencia relativa de densidades.

2
a dngulo entre la celeridad de onda y la velocidad del estra-
to superior.

@ dngulo entre las dos corrientes.

7 corrimiento de fase.
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