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RESUMEM, S describe en aste trabajo un modelo matemdtien hasado en el esquem explivita de sagundo orden
do MeCormack, Camo es bien sabide, el m&edn de las caracteristicas es [n Gnica téenlca general de determingr lus
condiciones de contarno ewands s apbivan métodos expiivitos de diferencias finltas. 3e muestra & forme en que ae
ha Bevado & eabo ¥ varion ejemplos numéricos que ponen de manifiesto 1o adaptabilidad del métode a eatudica bi-

ifrulieos:

ABSTRACT, Ty puivpnse of thid peper ia fo repoel o T vesiclfs of as dedesligeiion telo Wie performates of @
ractifrrntival model beaed an the MeDorman solisme, Mo aolution of the differeneial equobions will lend to the
oorrert veguliz wniess the forrimry comelitions ore properly frented, Durteg e eoolction S Mo wiog weey il
cordifioss mod e nothemalival sovaletion showld be eble to automatically aeeomodate afl theae chonges Tt ia
well ks that the wethed of chovadteristics s Hhe only geoeral baohpigue for fnding boundary copdibons for
caplicit fnile differencs achmmed. B il be akoum fore ks furs been detised end e smaniples of general
gresihimeersianal prachiond edses wll demondirale the adapialilify of the meatlicd fo kypdvowlic sludida

2. ECUACIOMES BASICAS

El fhugo ded agua en wienngl en sgimen ne estacionacio

1. INTRODUCCION

El propisite do sate trabajo 2 nfosrnar seoren de log
resiltadng de ana investigacidn sobre ol funefonamienta
de un madelo mstembticn basado en ol osquema de
MeCormack, E2 bien conogide que ninguna salpeidn dg
las ecuaciones diferenciales conducird o resultados co-
rreckas u menos que los condiclones de cantosn sean
teatadas adecuadamente, es decly, an concordansia eon
el estade dindmieo del fojo, A lo largo de so evolucian
terrparad, of fujo puede varinr sus condiclones (nimaro
de Frowde por gjemple) ¥ la simulaskin matemstica
debe ser eapar de aeomodar automalamenie estos
cambiea. Bl médtodo de las caracter{aticas, come 23 bien
galiido, ea la dniea téenics genernd para la determina-
gicm dar g condistones die santemoe an esgiens de di-
ferencias finitas de tipe explicito.

Se mostrar la forma en que esto ha sido planteado
¥ wirod ejemplos de easos pricticog generales op uns
dimenziin demostrardn la adaptabilided del método
paira estudios hidrikioes.

I*} Dporiomesio de Cewia y Teonokgio de Mosndes § -
dos Focukad de Ciencams, Unwersidad da Foragesa.

viame deserito por las ecuaciones unidimensionales dal
flajo de superficie {shallow wader sguations). La hipd-
begis Dundapiental oo reforensin o b distibackin de la
peesitn en la dipsecin verical, que s supone hilresds-
tiea. La continuidad de ma=a y momento en un wolumsan
die contral bajo estas condiciones canduee o un aistema
die epwnelones ampliamente deaerito en lo literstura [1,
2], En @l exso de un canyl prismitico de seeeidn teans-
versal restangular ¥ pendiente deld fondo moderada, su
expresion en forma eonservatlva es la simiiente:
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Donde 5, e6 La pendiente del fondo y S, carresponde a lo
pendiente de lo linea de energfa (pdedidas poe friceldng,
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Cuamlo s aproxime medlante la Dereula de Monning,
estq ditima tome la signiente formas;

& Qlfn*

T ATRY, et

Las pcuacipnes (2.1) constitoyen un sistema e
ecustiones diferensiales an derivadng parcigles de tipo
igeertsdlies i, corme consecuencia de s b Bnealidacd, 5o
resolueiin pusds pondueir & diecontinuidades eaponts-
neas que poseen sin embarge un siEnifieade fisico real.
Pugsden aer sprogimadas por asleciones débiles de |ag
Eeaddl) puesto que dstas s encueniran eseritas en
forma conservativie [3, 8], Lo mayoria do los métodos
convercionales sg ncapar de simuolar tales diseont nud.
dades ¥, por o tante, en determinadas aplicaciones, a8
e gram importancia la capacidal de wn médodo pars
peprduelr pumérimaments patan soluciones déblles. V-
s & deseribit & continuseién o aplicacidn conerein do
nisstta tralkgn parn sl fin.

3. EL ESQUEMA DE McCORMACK

Este esuema explicito de diferencins fintis b sido
aplicade con éxito pera la esoluciin de numeroscd pro-
blemag de Dindmica de Geses, Pertenace a und clase de
midados de pase temmenl fraecionade (seeoemein pre-
dletor-rorrector] § poses una precizidn de sapundo op-
den en espacie ¥ tiempo, Como varianks del esquerna de
g -Wendeal, 3 unie teeniva de shockcapludng v, por
lo tamte, su prinelpal ventaja eg su capseldad para o
glair simzltinezmente Nujos de veriackio lenta v cipida
an un mismo stioule, afadendo ln posiilidag de apari-
cidn de dizeontinuidades [1, 8, 4)-

Utilizando wnn expresidn eompacis del sistema (2.1)
S

o " dFLn
i} e
I sbociin en el tiempo (n+ 1340 para el nudo 1 =e

obbiene & trvvds de Ta apliceeion del eaquema de MeCor.
mack ezeriio on una forma eomo |8 2iguiente:
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(2.3)

en doncke @l supsrindbee (n) ndea el paso de tempn v el
gubindice (1) ef nude de fa red de computacion £n que
Fice aReOniFIm4,

Ealo permite doa poasibilidades para o aproximnesin
e lag derivadaz egpacinis v da lugsr o des verziones
del eaguemn (& = Uy B = 1)L Algunce aptorea, ade
mifis, sugleren que dos mejores resulindos =2 obbienen
pormutando eicheamants Ins dos veesiones. Bl asquema
hia il denominade prefersncial por Katles [14] en al
sentido de que l& sofucitn, euando =& pretende =imular
fligjees eon distontinuidades, seed mds Tovorable depen-
lisnelio de la version utilizada. Les resultadas obtenided
de Lo comprobssidn de estas propiedades del esquemn
aparecen en o dltima seecién,

4. COMDICIONES DE CONTORND

El ezquema de MeCormiack, como muchos ateos esdgue
mus explizitos, puede ser ugado para nvanzar an paso
de tlempe A7 B saloebdn numdéai, o portie del fempa
il en todes los puntoa de asa lsea de la malla exesp
ko en el primero y el dllimo. i suponemos deda une de
faa dos vadables del fufe en una de patas seodiones
(ecipnes de contarna), tedavia ros falta determinar 1o
otra vamable dependiente. Es precieo recordor quee o
Uinbes tienien geaeral disponible pary T restdusion ded
prablema e= ¢l métoda ds lag caracterfstions Coalmkay
otra forma simpiifiesds de tratado poede eonduecie o
dificeltades ¥ ertres.

La deseriperidn detallady de los principios generales
ch et mldtoda es feil de encontenr en Le [teraturs [1,
8] ¥ nas lmitaremos a belisar s foomae e aplieacion al
problema del comdorna. Es GUl entendsr de ana manera
mnfuttive of Erntomiento que requicren las condiciones de
FeAEara.

El wigimen dol fluje en les axtremnos agoas seeba y
s abuje de un tramo determing lag condiciones de
contorno nepesirias, En Aujo suberitleo, wia eondieiin
figien (y = yitl, & = Qi) o @ = @y} debe sar praporeio:
naca en rada ono de’ Ios exiremos. L sbra condiciin
peceaaria e obtiene apficando una scoasitn en difesen.
cias tesads en I forma carmelerislica de las ecunciones
del fluge Ees, (4.1} La primara de ellas () se aplie wl
final del trume (extremp 1T abaja) ¥ l& seguinia
{01, al peinckplo (extrens aguas arviba),

d
EQ*(T?“”” %“J(_%tm )

diy e i : :
F-l_(Ti \-w)?] = pAfS, — &) (4.1}

Pusagte fjUE esLAEIE LI'.HJ:IH.J:LI'I.-I'EI el L el ﬁja, e 25
pusible uzar ol método driginal de los cnracteristicas. En
sl ligrir s nesesaria uno téenica sdeconds de interpo-
larkn sapackal (méteds de Harteee) [7]. En ln Fig. 1a
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FRGURA 1. Funros dela red
RACAEI RS pon prigresar o
s L DO de hemes

LLERIF o

ot kg condarmsd ar gl cusa T
e Apgs -subeshen | 3
o Catioma jans o al
ki Contoma aguoy obaio.

g muesirgn os puntos de o malla para um exiremo
ayrigas arrbd, Tlens gue afadirse un ponbe & intermedi
para progresar o solueidn hasts el punto M. Loa valores
de {1, G son conicxlos en loe puntos 1 v 2. Los del
punta i, asi eomo du posieidn, se delermbinan por medeo
dir una téenica iterstiva [16).

5] i:u'-ulli,'rllr'uial'l[l:- cledwe prndiNearse sin |:||'|I.la!r_gl':- & il
flufr en las proximidades del extremo 08 aupererliice o
discontinus [11. 18]

En el coso de fujo supererition se tione que 2, < o,
v las dos ecurvas cuvacterfatieag poseen pepdienle pesitl-
wa de forrmen que deban ser eaministradas doz eendicko-
nes de eontarne en el extremo aguns arriba ¥ ninguna
e &l de aguas abajo. La solucidn aguas sbajo 2 obtiens
utilizande ambas copeiones caracteriztcas, Bes. (4,15,
v una modificaciin conveniente del esquemn de intespo-
laitin,

En o caso de Ao descontinue al principio o al final
d i tramn, las Eea. (4.1) v pibedlen ser ulilizadas por-
que selamente som validss para funeiones eantinags. En
s hugar se debe bacer use do las denominades eruscio-
nes del salto omp relationabips) [16].

EI misme tipe de requerimisntos eatd pressnte pars
fodas [os ssgueman explivitos euando ha oo inchuirse an
el rodaje upa condicidn de contorno interior. Estas ge-
neralmante expresan condiciones de compatibilidad en
puntog [ntedores an ke e |48 oinrsanes m‘igirmlea de
21, Venant dejan de ser aplicables v se haoe nesesaria la
intrlueeidn de leyes diferentes [1], Ejemplos de esto
son &l fliofo sobre vertederos Interores 0 o traves de loas
confiueneiss

Lax eondiciones e contormo interiores zon tratadas
de I misma maneen guescabamos de deseribic parm las
extoriores. Con el fin de ilustear e 2 formmolaro e
problema, considorams o fhije sobre un veriedero inte-
e, El etremo del tramo agues amiba del vertode-
e (1} 5 tradn como un contormo Aguas abajo mientras
gque &l prloeipio del tramo (£) 56 trata soma un extremo
apuaz armba (Fig. 2},

Fara progresar o partic ded nivel de tiempo @ hacia
loz puntes L, K, son necesorias cealm ecoasziones para
determinar los dos nueves cawdales v los dos noeves
ciladie, Si s considera fujo suberiticn 5 ambes lados

| ded wertedero ge piede hacer use dg las relaciones que

s eiimplen o bo laego de [a8 eorvas carmcterfsticas O v
£ que pasan a brovis de B v L orespectivemente. La
eentimidad de la masa (el cawdal dobe sor ¢ mismo a
ambas Indos def verteders} ¥ una ecuacidn dindmiea res
presentativa del dispesitive hidriulico particular com-
phitzan las 4 eondicioned necesarias.

Cuardo el Mujo es supercritico aguus abajo del vierbe
dere, o cwrva O que sade ded crame o travds del punta &
dezaparce, Debe ser reemplazada por una condicidn
exten sobré el ealodn gue puede sonsistin, poe sjermgplo,
an fijar ol mival erities enese pants, Ln contrel continno
ded rigimen del fluje en los pantos del comtesnag permite
madificar automdticaments las condiciones v el sisterma
de apuncsones porrespondiante @ pegerdo con las varis-
elanes del o,

5. RESULTADOS MUMERICOS

MOVIMIENTO UNIFORME DE UN FRENTE

Lo téenien anterior se utilizd parn aimular & figjo sisper
critica postenor a la mbrodueeiin instantdnea de un
subsesuentamente corstante padal de 140 m*= on un
canal rectanpular, hovizental ¥ gin friceidn, de 1 m de
anchari en ¢l que, inicialmente, el apua ostd en reposo
¥ man una profundided de 2 m

RGURA 2. Conbiide e comoma imenor. Entra fag tramog 1 ¢ 2 ol
conol 58 pepans, oo BEnpk, ol wnilhe b veradie
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L copdicion de oontorne agaas armiba ducante el
primer paso de tiempo ez, pues, In discontinoidad
AL = 140 m'a El palsdo que debs suminsirarae sgns
arriba cois segunds sandicidn de contoma proviers de
luz pelaviones del sulto, Para manteoer la nuevas cond-
cimnes del Mo an el prmer punto, ya que ol flgjo e
superciitice nilf, Ins des eondiviones de eonterne aguas
neribia deben pormmessr invnrsantes 3 o largn de [og
slpulenbes psos oo thempo.

Los resuMndos del cdleolo pars ¢ = 40.5= con
A e 100y Ab dado por el eviterio de estahilidad de
Caogrant {CFL = 1) se muestran en la Fig. 3, Una come
paracion de s vemsidn 1 (a) con b vemlon 1T {1} ¥ con
una pombinacidn de ambas (¢) maesiva qua o primmeers
proporcions ura solucidn mis datisfactorin pars este
enst. Bl prosedimicnlas infermedio ntroduce mencs peck-
laines gae b vergidn 1 pero mifz goe bs version 1, Los
tres producen una difusion de la discombimilde gobes
wia distaneis corta (bres Bngitodes de malla) reprodo-
ciende un valor bastane geeciso del eatade vguas armba
del frende, Por ot gare, lemos comprobeedo hasta gus
punte poeds smpeerarse |3 soleeidn enando 2o obtiznm
de otrn merdo el vabor del ealade gue ha de ser usadao

eovne segunda corndicidn de contoenn. En vex de utilizar
las relaciones del salto; ¢l nivel de agea correspondiente
g euleili o opardie de 10 ecsheldn de comtinwldad ().

PROPAGACION Y REFLEXIOMES DE UM FRENTE

Partimoa de una situacldn en goe ana enda de chogoe
gimiilae & I antericr pvanzn sebre ARUR 6N PEPOED 40 UN
eanal sectangular ancho, horizontal ¥ sn rocamsentioe ()
en Fig. 4}, Lo seccidn del extremo aguas abajo 22 supe-
ne corrods de forma que, en ese punto, In condicién de
contorng la de ger de eandal nubo. Tratzme de aimuolar
i frente reflejado, que wigjard apuas simiba ties ncre-
mentnr su alturn v reducie suoveloeidad (defando Aigo
suberftien tras 41} propagdndose sabre al fyje supeser-
i que se mamtizne por medio de las dos apropiadas
eandieiones de eontormo aguas arela (f, ¥ £ én Flg. 4},
Cuando of fremte reflojade aleanza la seceidn de ln cabe:
cern, es precisa utilzor de neeyo ks relaciones del soito.
Eilas proporclonarin & nuevo valee de la altora ded
fremfe correspondiente, Esta sepunda refloxidn de |3
omda agums arciba establiee flngo sulerbion en o punlo
del extrame de modi que, degpods de unis porces ol
do tiemipa, kas ecuaciones carscteristicns deben ser apli-

i1 17 i |
3u:mnmnm Lﬂ!ﬂtﬂm:
io in b |
J 2] ] o h -
E (. 5]
i i L
] o E
s i = i
a =]
i OETITIITTIT T 1 4 ORI GENE O MO
u v T 1 ! T ] n T 1
500 FirH W 208 oo w0l 500 Mz e
il Lk i
14 :Il' fil
by G T
q = =]
o
‘:. -
[ =]
e
0 - - - r - r = T y b
o ol 1] #l &M 50 1.0k
.r.

FHFURA 3, o Warsat | bl Verson B ¢l Versores oliemodos, fl Cilsuls sesdizede ufizonds lo aowticén do coniridod de o masa discrelizodn con
1 orpucia de lo vermcn | del wscueme i MeCoemathl pam detarminar Lo segondo cordiciin del mnkens aguod b 0 o s i prieetode sl

perll dol oo dn @ connl anferc
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FIGURA. &. Propogoods iy redlesiones dewn fresin ar us Songl
rectonduiae y e Iriceen,

cadas de noevo en ambos extremaos (f, en Fig: 4} Me-
dignta unp forma sdeeundn do contrelor o pesicidn del
frente ¥ ¢l signo de su veloeldad, ha sics posible splicar
an cada mstante la versidn del esquema de MeCormask
miz adectimbas, meduciends ki er | posible |8 aparicion
di aneilactnes pardsitas,

PROPAGACION DE UM FREMTE DOBLE

La Fig: & muesira la salucdin mumérica obtenida pars
urin sitancidn on i cual un frenta se propags sobo ot
previmmente exeterte. En un canal hormootal de
LO00 m, rectangulae, de anshora unitara y sin poza-
maite or @ e se supoae wn nivel niddal de 1@ de
agren en repoan, un jErimer frente discontinuo ed origing-
o medisnte an sabito ireremente ded caudal de 0 a
[1,9mY's {la allura de eafe frenbe ea y = 27 moa pasic
e lag refaclones del salic) Avansa zsobre el agua en
repose durante 60 s (£, = 304 s en Fig. 5, Una segum-
da modificacidn ded candal aguas arviha de 119 a
AT.62 m'fs du lugar 8 un segundas frente de mayor in-
temsidad (5,4 modo altues) que vinge mis deprise qee ol
primers (L, = M8 8 v & = BT.T en Fig. &) de tal farma

que b aleanza (£, = 1123 g en Fig. 5 El ndmero de
Courant ezeopricdo e ln unidsd v ka calidad de los resal-
tados ea satisfactorin. Una comparneiin realizada poe ol
sutor entre esta aclucién ¥ la dada por un eaguema de
berver arden pone de manifiesio guee no merece B pengs
i mis bejos para estn elase de peoblemas

SALTOS HIDRAULICOS ESCALOMADOS

Cormo elesmplo de aplicacitn dal tratamiento de las condi-
vicmes de eontorno interiores, se musestre on s Fig. 8 &l
flujo estavionario en un canal (S, = 0,008, & = b,004,
b= Gmy que contiens. tres  wvertederos  jdenticos
[H = 0,26 mj. A partlr de unas condieiones iniciales no
estaclingrag, Nrl} = 20m Ve, @Wx 0} = 2m, ol o8-
quenta nunmérios lidalzn s discontinuddades de la sodu-
cidn estacionaria correspondients, Spuiends of procedi-
mienito deasrito en 84, =e han utilizade las eemaciones
enracteplstizas junte oon las condiciones de conservas
cion dis o mesd ¥ una refackin ealade-cnidal tipo verte-
dero mientras ¢l fujo permapece en estade subertion 3
ambces lades de los verfederce Unp vex nleanzado e
estadp erition aguag abajo del vertadern, se ha inteodu-
cido oo eondiiin de sontorne adicional (sustituyenda
# In ecqeidn procedente de la caracteristica. negstiva)
la de mantener fjo ol calado critioo en ése punte, Se
Leata de una sleseiin realizada par razones de almpkicl-
idod, Bl propedimionto de edlewls no se hubiorn visto
alterade @ manlyuier otea casa,

6, CONCLUSIONES
Eale trabaje dageribe o desarvallo de un modelo mate-
meitien que resuelve las eepaciones unidimensionalas del
figje no estacionarie dol mgun Exti basada en el esgue
ma explicito de segunis orden de MeCormack, que 2e
ha mosteade como un método eoda ver mis adecends
pars la integraciin numéricn de problemas con ehogques.
Se ha levada 4 rabo un tratamianty de Tas condicio-
nes die contorne interiores ¥ exteriores basade en ol meé-
el de ks snreteristicas. Esta tdenlea esla dndea ade-

HGURA 5. Vanod pecbles dal agus enwn G

corol e algus we propagon des lresing a
chlorpatax
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FIGURA, 6. ooy hid gukges
secalonadas. Enada evadonong del [hjg
an it e mlpll'l’.l']l:l COFy WS warisdaioe
qu debeen Irmlarss cono condoonm o
canlgme nisngmi.

eunda i pe desea incorporar la informacldn corvesta en
endn problema,

El meétodo es capaz de tratar Mgjes de virisciin r-
pida ¥ fendmencs relativamente camplejes. Bs posiblie
reduir ln aparicdin de oscilaciones. numéricas en las
proximidades del frente medlante unz adeennds modifi-
cacidn de In aproximeacion a l& derivada eapasial, El
Funcimumisnte general dol medela puede considerorss
satisfactorio,
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SIMBECLOS

§ = Cowmfal

i = Calndm,

r = Coordenoda lonprolisad.

¢ = Tempo,

b o= Acelepasite oo ba gravedad.

b = Anchurs de s seccido wansrersal.
A = Bupeefiele di | seeclin tramiversal,

' = Perimetro misjada,

= Radio hidrbufi:n,

i = Coeficionte do reeamiontn de Manning,
Pendierie del fondo.

5 Peniliorae il o lines de onorgla poe FRecsi,
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