Rotura por localizacion en

geomateriales. Il. Aspectos
matematicos
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RESUMEM. En el proyecto de unn determinads estructura o cimentarion tiene importameia 1o prediccidn de las
condizicnes en que tended lugar la roturn, de torma gue aen pozible sonceer su seguridod, En muchas ceagionss
gparecen superfivies o fineas de roturn clacamente definidas dende se concentra e dafto. Este Upa de rotura se
darmming rotura per localizacidn, ¥ se pueds obserear tante en estructnrs reales comie en prabetas ensayadas en
labarntorie, Para simolar estos fordmenos se emplean programas de cilae v modelos constitukivos que se eolibran
oan dates experimentaks Bl propisito do este articuln es deseribiv bos aspectos matesmdtices bdsbeos del prolilemi

LOCALIZATION FAILURE IN GEOMATERIALS. Il, MATHEMATICAL ASPECTS
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o serhes deaduoeg ikl the probilem l.g-."-!'
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1. INTRODUCCION

Dresde un punto de vista mstemitics, los bandas de cor-
tamiy son 2onas donde las dedvadag leanporakes de g
deformacion ¥ del gradiente del campe de desplaza
mientos presentan una diseontinuidad. Se trata, pues,
de g existensin de un amode losalzados qoe pueds apa-
FReer e un momento dade ¥ superponerse a la sodusidn
ahomegdneas del problams gue se analizs,

En ol casy de oque ol eomportamisnts del material
ealé deserilo mediante una loy de dipo elasiopldstio, y
comi conzeciencia de la aparicldn de |a banda de cor-
tante, o naturabes motemdtGen del conjurto de seoa-
giones an dedvadas pareiales que deserben e problema
eambin, pasando en & eass cuasi-eatdtbeo deeliptlien a
biperkdbica ¥ en el camo dinimico de hiperbilica a elipti-
ca. Bl problema deja entonees de estar bien planteado
loenlmwmte, v esto so tradute on la existencin de un
ndimer infinito Ge soluciones, qoe vonlleva una dépen-
dencin del tamafo de la mafla de Ia sedueeitn obtenide
mgcianle ¢lemsantos finttes,

[ anélizis cldsien de las condiviones que hacen posi-
ble 1o existopeis de un mode loeallzado en banda de

*1 ingenisrc de Canmincs, Comales ¥ Pugrios, Canire oe Satdios
de Técncas Aplcodas IEOPTL.

iped Jiilure dn peemalecials, ains fo desceibe Ve eser st benitend

fortunde se ha venlizado mediante dos enfoques, estdtion
¥ dindmiea, que levan 3 una mismae condicin para s
prariicn de 13 bamda. Los primens trabajos publicsdos
en ln aproxmmaciin dindmiza han sido les de Hadamand
[1], Tharuaa [E], Hill [3] ¥ Mandel [4], Respecto de ja
aproximarcidn estdtica, lee primepos wveatipadorss an
abidar ¢l proldema fueron Rice v Rudnicki [5-7] v Hill
[3]. Hay que mencienar asimismn los trabajos de Serea-
o [H] quien estudid el problema de'la lomalizackin dii-
A S Ao

El viijative do exte articulo oz @l de presentor, denteo
del marea do lns teorins de bifuseacion eldzicas, laa con
dicioes necesarias parn [& apacicién de une banda de
cortiunte, mestrundo edmo ef problema combia de note-
raleza, v deseribiendn lns téenicas gue permiten evi-
tar los problemas gie apsiecen somo spnsecyencia de
il

2. ANALISIS CLASICO DE BIFURCACIOM:
APROXIMACION ESTATICA

El anili=as que se deseribe an este aparado corsapaiids
A laz condiciones da formacltn de un moda toralizade an
banda dd cortante, ne considerdndose modos de tipo
difui=a eomn & siméiries en bardl o el andmécien an
a3, Por oira parte, 2e trata de un bndlisis de Gpo loeal
én el epnl se considers tan sodo un ebements difsreneinl
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de edlido, o ben wn sdlido de dimonsiones infinitas baje
condiciones homogéness de bendddn, zin considerar, por
tanta, condiciones de eantorne de ningin tipe

=in qml;la;rg'q., ol andlisia olisles de bifursacldn per-
mite predecir, para ensayod Bomogéness, ¥ uno dater
minads eruaciin constitutiva, o momento en el que se
formard la bonde, asf come su nelinacidn, Comparands
ealia valores won loa oheervados en o |leboratoris, se
podrd verifienr 1s bendad v ol grado die ajuste o la reall-
dad de la ey eorstitutiva empleada,

En la figura | s da un esqeema o los sisternas de
coordenpdag kieales v rlobales que 2¢ enipleardn en eate
egludio, Hay que destocar en privoir lugae cque los mag-
pitades que s empleen pars caracterizar o material
dentra de b banda no deben variar segin los a8 loca-
lew &% v X% debido o que las dimensiones correspon-
dientes son infinitamente grandes,

Por a&llo, la derivada temporal del tensor gradiznte
de desplazamiento se exprosari comi

Au, gy Bag
— =2, L [1]
o fag. 2
wa que |as derivadas respecto de o] v 2F) son nokas por ln
hipitesis hecha,
En la expresidn anterior of tensor gradiente de la

velocidad puede expresarss come peoducto tensorial de
lag yectpees de polarizaciin g v normol 5 s banda we:

Hid,
E = I'I'| _;- [E]
alende:
:1|I-I_
e
g (8]
i
rE o —
] a'l-l

La deformackin del sdlido antes de procduacicss |5
handa estard caracterizads por un campe hamogénes
del gradients de l5s wolveidades, U instante despues de
formarse ki bands, la scloeiin consisticd en 1o saperpa-
gicidn del campe global homorénen v del campo logali-
zada en o banda, de forma que =i se introduee el supe-
rindice h para o] primers, 22 tendred:

a ! E' I
_I:{I £ (—m f—!—] {Eﬂl‘.‘!’ll:ﬂ']'
rll' . 'I:I'r_l' [-1 ]
# du |0
u = ( 1 g linterior}
-.'I;|:. ﬁ.:_l-

El campir de tenaiones en la interfase entre |a banda
v el axterior deberfi s tal que o vester tensidn en
pquélls sea contima, de forma gue exists equilibrio:

{-lli:-:l S Ll

=l 151

4 Iﬂj_

donde se ha intmalueide ol superindice b pas la banda.,
Se adwmite, por tants, que el sanipo e tensiones a8 dis-
continue. Si ahora s sosibuye en s expresiin anleror
al viher de ln weleeidad de varaekin del tensor de tensho-
e, Be bendpd:

e A 2l = D < [6]

La vekeidod de defarmacion en la banda y el axte-
ror pueden relacionarse fdeilmente entre 50 emplean-
do [4]

i =il s Lgmegny

5i abworn g sustitaye eeta exprasicn an [6), results;

*"_l' Eﬂ':"i{' d élrllll = ":'_l' I]E;I:‘!' 3 {B:-:I +_ I:ilr".l"'.'}l'ﬁﬂ'}} [E]
de dorde:
i (n;m o) e = Dlonpe

que es o condicidn mds geoend gue debe compliss
e s podiaies |2 banda de eortante. Un case pasticular
de esta eondicidn g8 o deraminada por Rice [2] «bifurea-
eain eontinme, en | que 20 sapone e sl comguetamesntn
del matesial demtes v fusea de 1o banda estd dessrito por of
miam tensar constiludive, resutiando;

e D g =0 1]

Esto eorvlicion de loenlizaeidn pueds ssenhires en fun-
clin del denambnade tensar scilstico A:

.r'!.l'll= |l|‘|' 'Uljh" “'.'.' r”.l
COT

A gy=10 [1Z]

Ademds de la zoluctdn correspondients o g =, que

eorrespande o deformacion homaopénen, el sistema ante.

Aee Hene acducion Sempre goe 2o campla lo condicldn de
que @l detemminznte del tensor aedstin s anule,

det (w; Dy wih =0 [13]

En eonsecusneiz, ks condickin antericr pormits predesir
el momente en @ gue apareserd unn o varias bandas de
cortante, aal como sus orieptaciones, parn ung key consti-
futiva detarminadn. Mis odelanke se deserbicin las onen-
tartones ¥ comliclones para owdebos constitativos senci-
M, eom por efemiplo, los de Von Mises o Mohr-Coulamb,

Es= interesante annlizar o salbo de defonmackio produ-
cilo en 1 banda poe difersntes vertones de polarizacitn g
En o ezs0 de gae d5te tenga lo misma direceién e g
rernal, a0 berded, parn & alstema boead de coordenadas
definddo en b figuea 1

. 4 o
Ad,=K-nm= 14
y= Ky {ﬂ 1] i4]
dandde se puade ver que ton =6k 15 detoemoeion Sxnin |s

vl o e banda s diferende de oo e trata, pues, ded
ense oo aberfurs de una fsura en ol material,
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-y

FIGURA 7. Bundo de cartanig, sisrangn di coordanodos loco v
[rai=

&1 ol virloe de polarizacidn es ovtogonol o 1 neemal a,
s tarded

i L] . 11 .
ﬂll'-l'j:'hl?{”iml'*”fq-'J _EK(] U) [15]

g cormesponds a4 un estade de daformacidn cortante
para.

3. AMALISIS CLASICO DE BIFURCACION:
APROXIMACION DINAMICA

Se peesentzrd agul el enfogue dindmice, en el que s
verd céme un problemn que sdmite como soluciones ple-
menbabe ondas que ae propagan;, ¥ ogue, por tanto, €3
hipertilico, se transforma en un problema ebiptico ca-
racterizado par lo exitencia de velosidades imagrinarias
de propagacifn.

En el ease dir un material de tipo elastopldstico, la
soiackn de propagacion de ondas de cortants puede
ezeribirse eomo

) Loy vl - (o) oo
#|w -lp 0 )i |=] il

diende v e o velosidad de ks partivalas, 7 la danzidad
del material ¥ By el mddule tangente de deformacion,
coincidente con o pendienbe de o eurva tension-
diefarmnsitn ded materal

Lag welpeidsades de propapacifn covresponden a los
autovalores de [n malny de coefeientes del sistema
[14], gue valen

o

C=&~Epip [17]

¥ gue forresponden —siempre gue By sea pesitivo— &
dos ondus que se propagan en senbidos opuestos

En &l cnso degoe el material esté degerito por una
ley de tips elastogléstivo con reldandocimiento, para @l
cual By e negative, s vidocidades de propagasicn son
imaginariaz, correapondiende a un problema kealmente
eliptico v por tanto mal planteado desde ol ponto de
vists matemitioo, ya gque et eondiviones de contorno
impusatas sarresponden & un problema hipeebdlioo.

En el eazo tridimensional, los ecuaciones de balancs
dir moenants ¥ eonstitatin s

o= 'I-'rr..'l =1 [1%]
oy = Dy

dundis e voloeidocdes de varlacidn del tengor de tensgio-
nea re obdendrin def forma objetiva, empleando, poe
ejernpln, las féirmulaz de Jaumann, En e caso de peque-
fins delirmariones esta corveecidn puede deapresinrae,
Bl se intentss huscar soluciones de tipe onda plona

al prablema deserito en [13],

Oirntl=C i im-r—ut) [14]
donde I #s un vector unitarss de pu]B]'i.lalli.l}.l'l. que da da
diveceitn de lo oscilaciin do las particulas moterinkes,
la narmal al frente de onda ¥ o la velocidad de propaga-
cldn, /R phbene, trag sustitair &n [ 18]

=0 U= dyy— p Gl s [20]
Por otea g,
= Dt = Dyl [21]
¥
= Dl iy [22]

donda, una vex sustituide o valor de £V, |, empleando
[18], resulta

&rw- = By Cyfympn ™ [249]
Finalmente, de [20] v [Z3] resulta
Dyis Oy i ™ — p Oyl = [24]
y de agul
w i qgmdi= gt D [23]
que = puede escribir, e une forma més compacts,
I"'"u -4 i 'EEII' [_I =) [24)

donda @,; 2on Ing componentes del Lensor welstion oble-
nido en ¢ apartado anterior,

"‘l':'_f= 'I'IJBI:II.HRJ' [ET]

Aparecen veloeldades de propagacidn nulas en el
CRE0 en gua B8 cumpla [n condicion

detlA =0 [2=5]

aque i 1o condicitn elésica de aparssitn do discontini-
dades &0 el w0fido analizado obtenida en &l cazo estd-
tico,
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Respeeto del mode de deformacion conrespondients
a las condlclones de aparielfn de o discontinuklad o
bands de sorionie, o5 mberesante hacer notar que 1o
segrndn dernvda de I disipaesin de snergdn meednien
esonala, ya e
FEW =i it
=H A T6E=0
Bata condizitn corresponde o onn pérdidn loeal de
estalilidad de las evvaciones que geblernan el prohile.
i, ¥ i st melacsonuda aon la r.-érrlidn de uridad dal
peabilema glotal

4. ORIEMTACIONM DE LA BANDA

Una wez ohitenida ls condicidn de naclmlento de una
bands de corinnte; se estudiarg eudl oz su orientackin
en el ease die wmateriales que 58 puedan doseritir me-
diarte ana ley constitutive de tipo alastopldatico con up
gnico polencial. B andlisis se realizacd en ol moreo de s
tenrid de pequefias deformasiones, suponienda qoe |as
tensiones son peguedias an comparseién con el mbduka
di elastichind, Esta hipdiesis simpiifica nolablemends
koa cdleolos, ya que s puede zaponer deaprecinhle |y
influencia de los trminos rotnionekes on Io velocidad
e warlaeitn dal tenaor de tensiones. El esgiema signn-
dn ez sndlogn Gl deserito por Riee [4] pars gramdes de-
farmmivexres.
La exprasgidn de 1z ley constitutiva s

(28]

; i
a= |- —————{(E: ) (g E) [:£  [30
h+@:EF TieE) (20l
alendn, por tacto, el tensor constitutive:
1 .
D=E-———(E: P {§:E} i
A E P Q [%1]

En las expresionss anteriores 58 han introdueido [a
notackin sipwiente:
E Tensor eonstifniie effstion
P Dhrewiin de Mo pldstieo hosmmalizadi.
7 Girdiente & e suparficie de Avepria oormaiizado,
i Mdnilio Ir;]'.i-.-n'm
A B Producto doblemante eonteslde.

La eomcleiin de localizaciin [12] vesulta oal:
n E:-Fif: E-m
e @ E P
Dhx o pxpresién antevier, fyteniendo en cuenta que

Lo rmaitriz dhel tepsar aotstéea de un material eldstion no
eq aingular, se pusds chitenar g oo,

{‘”E"” -g=0 (33

-1
r= (u*.ﬂ'ru] e g [49]

Si el mateninl que se considern a8 isddropn, & tensor
ncdtion. corresgonifiente &l compoitamientt elistion s

Pel=n+Eon =4+ G) b+ G [a4]

donde & v O son los constantes elistieas de Lamd, vl
nignio doda su inversa por
-1 A+ 1

n-Ein = BN — I (35

) Fean mevgt
gue ge gbthene camo ung combinaedin limeal de 28 w05
el tensor identidad,

La expresidn abtenida para ¢es de la forma

g=—atbog 2]
siendoe
C=h+g: B P
a={n-E:n-1-inE: [87]
b= {@: &= i}

Por inspecciin, s¢ obtiene como solueidn trivial:
h=—@Q:E: P+ (@Q:E-n)(n-E+m)' {n-E: Py
imE+m)y-g o n-E:P (48]

El valor ded madule plastien h pora el el puede
aparecer uno bando de cortante: dependerd de lo dives-
el cle ot Bl s anpore que e un peacess de e ol
trddule pliatico decrece continuamente, &l case crities
eorrespanderd o un valor de nopars el cuel el midub
pldatico & ea mdxinm,

En el enzo de gue ol matesial zos izdteopo, 1o expre-
siomes anberores, Lms desgrredlarine, reaoafton:

&
F—.-l P en=2 (g=-Pan) (0= Q-n -2 P: Q-
B
A4 20

R P 1 B =
ga2fPonp Yo WievWDlw-Pro) = A bl |

{n~r-u-¢ﬂﬂ){n-P-u-:rfﬂ)] [38]

Para la ohencidn do Lo primera 22 han tenddo en
euehla log siguientes resultados pareiales:

@ E; P=4 (i beigh + 20 (P g
Q=4 () p+ 20 (Q-m [40]
e B P =0 0P+ 26 (Pn)

Como alternativa of método presentads, s poede
partic de s expreaidn genesl de lo condicidn de kol
zaclin (1] ¢ imponer directamente 1a condiciin de que
el determinante del tensor asdebun sea nulo, Este méto-
ido es partieslarmente 0t caando el problema analizadn
o8 bldimsenslonal, yu gque enloness, suponiendo que n
avientacidn Joeal de la banda esld dadn por ¢ vector p
de companentes (g, 1s, 0}, 22 obtiens una ecuacion de
cunrte gl quee se peede resobver wnabitepmentes,

Si miemas se gagone que el matesal there al menes
simeElrid artdtmpm, Iz samaonentes dol tensor aedetion
200
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Ay =gl g+ wpllyy ity

Ay = gl sty + ally oy

Agy = 0l gggna + nallaayn )
Agy = Ngllygautiy + 1y gy m,
vindende dada su determinante pon
deffA) = agif + @ uf w3+ a I:d [42]
domdes
= L g3y
=Dy Deage = Depnaliae = Opiealagy [43]

b ﬂl:ﬂﬂﬂluli_ l!:l!l.E]F"l'.i."'_'ll_ ﬂﬂ'lElﬂ'lilﬂ
tp= Magallay e

El determinante del tensor ardstica pars an process
di eurga determinade seed una funcidn de w, tenionda
un valor minime parn dos orientaciones conjugadas.
Esim minime varizrd a s ves con |a tensidn, disming-
vende lmsta alanzar g valor sero. En eate moments
poeden. aparecer doa bandas conjugndas cuyas orienta-
viones estardn dadas por Las direcelonts para 155 cusles
gl determinante se anela, Unz vez obtenidas astas,
valor del vector de polarizaciin g vendrd dado por las
s presiones ganerakas antes dedosldas.

Comparardo lns dos alternsbivas presentadas en
[40] ¥ en [42], T prlmera puede emplearse ean ventaja
en @l ease de que e empes un sistents de referoncin
gue eoincida con g ejes prineipales del tenaor de ten-
siors, Y& que entaonees [os tensons Py tisman camo
expeagion una msteiz disgonal. Este serd ¢l método que
Be empleard en el apartndo sipuients pars obitener las
condiciones de localizackdn en banda do cortmnte pora
algunas leyes constifutives sencillas

En el casa general, sin embasge, es preferible em-
plear ¢ segunde mEtada,

5. APLICACIOMNES
Las expreslones dadas en (%] permiten abtener para
difarentas modelos de materlal el valar edtico del médu-
I plastico para ol cunl puede aporecer una banda de
cortante ¥ su orkntaciin. e anafizarin squl dos sasos
senwitles, pavn materiales alastopdiaticos cuyos crterios
ibe fleencia sean les de Troses v Mobir-Coubomi. En este
iltime coso 56 considerdrdn leyes de fujo asociade ¥ no-
asocindo,

Para el primer vaso, In superficie de flaencia viane
datdn por

fim k=0 -y —& [4]

de forma que los tensores Py @ coinciden al ser unn ley
de tipe paociado,

1
PI = = F:: - -l-

||'2 W Z

51 la direseidn ded vesbor unitaro pormal & o hands
e

V= {— gon &, cos & 0) [486]
reanlta;
nsP-d-p= |32
i Pra = —l {zan®l — coalth) [47]
2
Py =]

¥, tras qustitulr en lo expresién que da el midal plds-
tiem;

f |
—=— |1+
r A430
B aista expragion e puede ver sdmo, ol ser ol mism-
bra de la derechs oegativo o nule, Lo condieldn criticn se
sleanznrd eaando o mddule plistics sa anole, vinkanda
dadas lus orientaciones posibles por los vabares do @ gue
bacen que s angle ¢ miembro derecho:

]isen'—'ﬂ'— caaf i) [4E]

#=F — [48]
i

Noves posible i loealizacidn, pues, para este modelo
canslitutive en régimen de enduresimiento,

Respeeto del veetor de polarizacion, su utildad resi-
de en proporchonar informackin sobre ef tipo de mees.
niz de poburson la banda. En aste case s trota de un
rescantzmi de deformueiin sortante pura.

La direseifin del vestor polarizocién viene dada por
[38], #xpresiin que e pusde simplificer tendendo on
cwarta e 1o teasn del tersor P eg nuln

g2 o=
A+ D

Hi+G)in-Pomyw  [50]

[En la exprezidn anteror, ol brmino o Prop s

im Pep) = l{seuﬁ[.l—e-::aﬂf}] [B1]
v
ue: g anula ol per @ jpual a Trdd,
Bl vector g es, pues, parakelo o Fem,

Poy= '-r% (= sen® — eogd [52]

¥, por tante, ortogonal a . Be trata, por tanto, del cose
dezeribo-en [5, 25] de deformacidn de corame pura en
Fa Bamda

Fara un mikerial de Mohr-Coulomb, [a superficie de
fluoncia es:

PO
P=0 P, 0 L
. 5 [15] Sy, @)= oy~ og=sen @ @, + o+ — } [52a]
)
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vinienda dado ol potaneial plistico por
fr
(7}, Feh =T} — i, —BE’!II.F[-E e 4 —-J [E3L]
FLep Tz 1~ 1% o

Be ha supuaesto, por tanto, que se trats &n prinvipio
de una lay de fluia no-peociada, siendo difsrentea los
angulos de rogamienta interne o y de dilatancia g

Las temsores P v ), expresades gn ejes principales y
suponbenda deformacitn plana en XiXa, tienen como
cornponentes distintas de ero [9e siguienbes;

B [ 1 — e ( l—send

VR Lment) | |y 2(1+zenad) i
a ( 1 =+ sen g ] l:?-( 1 -zen ]

= | 2 L+sen?iy) TN A1 4sen )

Por oirs parie,

neP@en = (P, - Pada) sen®  + Pyt
n-Pen = (Fy—Fy) snff+ Py [65]
p@-n = (g - Q) sen? 4 Gy
P q = P'I{;l'l + .Pg'ﬂg

llegdndese a la expresiin sigulente que da el médulo
pl'."u.sllllu:
h

-_ =~ [Py = FPo — Fa) send
= {1 —#)= = [Py - Polld — )

+ l:.|n| lQ] =Gl 'E|||:.r'l| —-qu:l:' sen® 1 [BE]
- 'Ptl:?l

Los vabares de 7 gue hacen méximo o modulo pliati-
po 2 phithensn derivando  expresidn antesior, obios
nnccee:

(L-send) {1 = een gl

i]
] 4 1oH]

aend # =

e donde;

roz 26 =

u) CiOE ('E'—'ii"jl [54]

a

Esta expresitn puesde simplificarse para dngulos. de
dilatasela que difieran poso del da friceiin, Begdndo-
&g &l

x &+
T i e 59
r + 3 [549]
que es un vike Imermedio entre bos denominados de
Conlombt v de Rankine

El valor del mbdulo plisties corsespondionte es ma-
por que cem, visndose cdmo se puede desareollar ung
harda de cortante antes de aleanzar la pesistencis de
pica, i

En &l ruso de que & regli de flujo sea asociada, la
atientaeion obtenida correaponde a la de Coalamib, sion-
da eera el modole pléastico comespandiente,
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